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Losningar till Kontrollskrivning 1, Differentialekvationer II den 6/2
2012, 13.15-14.15

Beta Mathematical Handbook dr tillatet hjdlpmedel.

(a) Rad for att undvika poangavdrag: Skriv losningar med fullstindiga meningar och utforliga
motieringar; forklara symboler som infors; formulera given information i borjan lat sedan
varje foljande steg i ditt resonemang bygga pa vad du skrivit tidigare; avsluta med en slutsats
i en fullstindig mening. Kursbokens presentation dr en forebild, men inte ldrarens forkortade
skrivsdtt pa tavlan.

(b) Varning: Svar utan noggrann forklaring ger inga podng.

Skrivningen har tre uppgifter. Lamna in losningar till hogst tva av dessa. Fem poang rdcker
for godkand kontrollskrivning.

la.(3 podng) Bestdm alla losningar till differentialekvationen

(1) y'(z) = 2%y,

1b.(1 poding) Bestim lésningen till (1) som uppfyller y(0) = 1. Pa vilket omrade dr lésningen
definierad?
Ekvationen kan med separering av variabler skrivas som
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for en godtycklig reell konstant C. Den allménna losningen ar da y(z) = —1/(C + x3/3).
Begynnelsevillkoret (0) = 1 ger C' = —1 och l6sningen y(z) = 1/(1 — 23/3) for z < 33 (ty
ndmnaren har ett nollstille i x = 31/3).

vilket medfor att

2.(4 poéng) Bestdm ldsningen till

2) () + 9/ (&) + 2y(a) =2

som uppfyller y(0) = 1 och y'(0) = 0.
Vi bestammer forst 1osningen till det homogena problemet. Den karakteristiska ekvationen
m? 4+ m +5/4 = 0 ger med kvadratkomplettering (m + 1/2)? +5/4 = 1/4, sa m = —1/2 + i ar
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de tva rotterna och vi far den allménna losningen till det homogena problemet
Yp = Cle /2Fw 1 Ohe=3/27 — e‘m/z(A cosz + Bsinx),

for godtyckliga reella konstanter A och B.
Vi gor sedan ansatsen y, = C' = konstant for att bestdmma en partikular l6sning. Vi har
y, =y = 0 och ekvationen (2) ger 2C' =2, d.v.s. C' = 8/5.
Den allmiinna 16sningen blir d& y = yj, +y, = e */3(Acosx + Bsinz) +8/5 och dess derivata
dry =e */*(—Asinz + Beosz) — e */?(Acosz + Bsinz).
Begynnelsevillkoret ger
1=y(0)=A+8/5 —= A=-3/5,
0=y(0)=B—A/2 = B=A/2=-3/10

och l6sningen y(z) = e /(=2 cosz — Zsinz) + &.

3.(4 podng) Anta att mdangden y(t) av ett radioaktivt dmne vid tiden t bestims av ekvationen
y(t) =—ky(t), t>0,

dar k dr en positiv konstant. Hdrled ett uttryck for halveringstiden, d.v.s. den tid det tar att
minska mangden av det radioaktiva amnet till hdlften.
Ekvationen har en integrerande faktor e* som ger

d
0= (4 (1) + k(D))" = % (y(1)e)
och integrering ger y(t)ek* = K for en godtycklig (positiv) reell konstant K, d.v.s
3) y(t) = Ke ™.
Vi soker nu halveringstiden 7" som ska uppfylla att y(t + 7)) = y(t)/2 {or all t > 0 och far med
hjélp av (3) ekvationen
Ke—k(t-i—T) — 2—1K€—kt
som forenklas till
—kT _

e [
2
vilket har 16sningen 7' = k=1 1In 2.



