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Beta Mathematical Handbook dr tillatet hjdlpmedel.

(a) Rad for att undvika poangavdrag: Skriv losningar med fullstindiga meningar och utforliga
motiveringar; forklara symboler som infors; formulera given information i borjan lat sedan
varje foljande steq i ditt resonemang bygga pa vad du skrivit tidigare; avsluta med en slutsats
i en fullstindig mening. Kursbokens presentation ar en forebild, men inte ldrarens forkortade
skrivsdtt pa tavlan.

(b) Varning: Svar utan noggrann forklaring ger inga podng.

Skrivningen har tre uppgifter. Ldmna in l6sningar till hogst tva av dessa (om tre limnas rdttas
de tva sdmsta). Fem podng rdcker for godkind kontrollskrivning.

1.(4 poéng) Bestim w ddr u(z,t) ldser vagekvationen
Pu(x,t)  O*u(w,t)
%2 - g —oco<zxr<oo, t>0,
(1) u(z,0) =0, —oo<uz < o0,
6u(m, O) —|z|
— = = , —o0o <z < o00.
ot

Lat U(w,t) := [~ u(x,t)e"“*dx vara Fouriertransformen i 2-led. Da ger Fouriertransformer-
ing i z-led av (1)
02U (w, t)
ot?
for varje w € R. Denna ordinara differentialekvation kan 16sas med karakteristiska ekvationen
m? + w? = 0 som ger de imaginira rotterna m = 4iw och 16sningen

U(w,t) = A(w) cos(wt) + B(w) sin(wt).

= —wU(w,t), t>0

Begynnelsevillkoret 0 = u(z,0) ger A(w) =0 och

oU (w, t)
) B .
o wB(w) cos(wt)
Begynnelsevillkoret du(x,0)/0t = e™1*l ger (se BETA)
oU(w,0
OU,0) _ gromtel —9(1 1 w?).
ot
och vi far
oU (w, t) 2 2 et 4 et

= t) =
ot 1+ w? cos(wt) 1+ w? 2
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2
vars inverstransform &r (se BETA)

Ou(z,t) ettt 4 emlol
o 2 '

2.(4 podng) Bestdm losningen y : [0,00) — R till integralekvationen
t
(2) y(t) +/ eyt —Tr)dr=1, t>0.
0

Ekvationen kan losas med Laplacetransformen Y'(s) = L{y(?)
Laplacetransformerna (se BETA)

1
L{1} = -
==,
1
L{e "} =
{e”} s+1
1
L y(t —71)dr} = Y
([ e =nary = v )
som efter Laplacetransformering av (2) ger ekvationen
1 1
Y Y(s)= -
(5) + — =Y (5) = .
vars losning ar
s+1
Y(s) =
(s) (s +2)

Partialbraksuppdelning ger
s+1 A B A(s+2)+ Bs

S(S+2):S+8—|—2: s(s+2)
och ekvationerna
A+B=1
24 =1

som har 16sningen A = B = 1/2. Inverstransformen av Y'(s) =
16sningen y(t) = (1 +e2!)/2.

25

=Jo v

+ s+2

e stdt. Vi har

L) ger (se BETA)
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3.(4 poang) Visa att losningen till differentialekvation X'(t) = f(X(t)) med givet begynnel-
sevdrde X (0) = Xo dr entydig om f dar Lipschitzkontinuerlig.
Se Kapitel 3 i sidorna ” Eulers metod”.



