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Fouriermetoder for T2

Syftet med det har kursavsnittet & att ge en orientering av en del i den matematiska analysen, de s.k. fourier-
metoderna, som har visat sig varamycket anvandbara och kraftfulla redskap for att modellera situationer
inom signalbehandling, elektricitetdara, akustik m.m.

Fourieranalysen & i Sig ganska komplex. Den har en egen begreppsapparat och i den finns mangaicke-
triviala samband. Detta gor dels, att den matematisk/logiska delen av teorin inte & alldeles enkel om den be-
drivs med vetenskaplig noggrannhet dels, att man kan nérma sig &mnet pa manga olika sét.

Hér foljer eninformell framstélining — syftet & att man i forsta hand skall kunnaforsta att de resultat som
ges & rimliga och kunna anvanda dem i naturvetenskapliga och tekniska sammanhang. Mera stringenta
framstélningar hittar man i speciallitteraturen.

1. Inledning

1.1 Fourierserier och -integraler inom signalteorin. Komplexa fourierserier.

Litet ytligt kan man siga att fourieranalysen i mycket handlar om konsten att uppfatta godtyckliga funktioner
X(t) som "linjara kombinationer” av trigonometriska funktioner coswt och sin wt, d&r w oberoende av t. El-

ler, vilket gar ut pa samma sak: linjara kombinationer av de komplexa exponentialfunktionernagWw t, sa
kallade harmoniska funktioner (eller harmoniska svéngningar). (1

Fourierserierna, som tegits upp tidigare i kursen, handlar ju just om detta

En " godtycklig” funktion x(t) (n§a, néstan godtyckllg kontinuerlig och med kontinuerlig derivata racker)
paintervalet —p <t <p kan skrivas:

¥
X =75 + a (an cosnt + by sin nt), (1.1
=1
dar koefficienternaa, och by, erhal Is ur
P P
_1 8 An3 _1 8 ; An3

an =p 8x(t) cosntdt, dan3 Oochb, = o 8x(t) sinntdt,dan3 1. (1.2

P -

Anméarkning 1: En viktig sak att observera &r att allatermernai hogerledet av (1.1) & 2p-periodiskafunktioner definieradefor
alaredllat. Hogerledet ar alltsa definierat och 2p-periodiskt for alat. Detta innebar att om funktionen x(t) som vi
utgdtt ifran till aventyrs skulle vara definierad dven utanfor intervallet —p <t < p men inte 2p—periodisk, s géller
relationen (1.1) i allménhet inte utanfor intervallet ifrdgal Tydligast syns kanske den distinktionen om man ser pa graf-
ernafor funktionernai vanster respektive hdger led.

V ansterl edet
Om t.ex. x(t) & definierad somp — |t|,da—p £t £ p, och, P x@i(La).
sag, = 0 for 6vriga t-varden. sd ar dess graf (alltsa vansterledets
graf): -
3p -2p -p | P 2p

Summan i hoégra ledet kommer daremot att ha grafen: Hogerledet i (1.1).

AN

Likhet for alat i (1.1) géller tydligen om och bara om x(t) ar
definierad for alat och dessutom 2p-periodisk. =3p -2 P |

P 2P i m

For en signalteoretiker eller akustiker skulle funktionen x(t) vara en beskrivning av "signalen”; t & daen
tidsvariabel (vanligen métt i sekunder) och x anger, t.ex. om det gdller |jud, tryckavw kelsen frén normal-
trycket (ljudtrycket). Relationen (1.1) uttrycker att signalen & sammansatt av ” harmoniska svangningar”

1 Obsattcoswt= (&M +e W )/2 sinwt=(eW —edW)/(2i)och M =coswt + i sin wt. Linjara kombinationer
avcoswt ochsinwt & dérfor altid linjéra kombinationer av funktioner av typ é™ och vice versa

1



med " frekvenser” som ar heltalsmultipler av le [HZ].2 Koefficienternaa, och by, relaterar man datill res-
pektive svangnings amplitud — de utgor signalens spektrum.

X
p

AN >

3p 2» -p P 2p

Signalen och dess spektrum
Rekommenderad 6vning: 1.1, sid. 15.
Med tanke paatt réknel agarnafor exponentialfunktionerna ar enklare an de for de trigonometriska och med

tanke pa Eulersformler, & det naturligt att uttrycka fourierserietermerna
an cosnt + b, sinnt

i linjara kombinationer av &Nt och e-nt, Man fér
an cosnt + b, sinnt :% [an(€Nt + e-int) —jb,(eiNt —e-int)] =

:an%ibn ent + %ibn et =¢, € +c,y e,

dér vi satt cn:a”;'b”,omn>Ooch:%m‘”,omn<o.

Sétter man sedan ¢ = %0 , sakommer helafourierserien att skrivas om till en meral&tthanterlig komplex

oandlig serie:

s & | ¥
X9 =% + a(acosnt+bysinnt) = A c, en
n=1 n=—¥

De komplexa c:koefficienterna kan beréknas direkt ur seriesumman X(t):

p p
Forn> O: Cn :a”%m” = 21p§x(t) (cosnt—isinnt) dt= %Sx(t) e-int dt,
—p —p
. P p
frn<0: = &5 = 80 (cos () +i sin (-nt)) dt= 58 x() ent ot
-p -p
p p
ochforn=0: Co = % 21§ X(t) dt =52 Qx(t) -0t g,
-p _p
p
dvs. sambandet G, = 21p§ x(t) eint gt

—P

2 1Hz=ensvangning (eller ett varv)/sek.



gdler for allahelta n=0, £1, +2, ...

Sammanfattningsvis:

Komplex fourierserieutveckling:

¥
() = & c, e,

(1.3)
n=—¥
16
¢ = 559 X(t) e-int ot (1.4)
-p

Om x(t) redll och

o X | ¥
xt) =% + a(acosnt+bysinnt) = A c, ent,
n=1 n=—¥%
sagdler a,=2Rec,,bp=—2Imc,,n2 0 (1.5
och cn:a“%lm‘,n>0,cn:%'b‘“,n<o,coz%. (1.6)

Passande dvningar: 1.2 —1.4, sid.15.

Anmarkning 2: Vaet av interval —p <t <p och periodlidngd 2p ovan k&nns kanske litetkonstlat. Det & dock
mera en formelteknikalitet. Om periodiangden istdllet & L (L > 0) sakan man med skalning av t-axeln
overforadet fallet till 2p-fallet —man substituerart = 2p/Lt och far de mera generella sambanden:

¥
X(t) = %0 + al(an cos 2pnt/L + bp sin 2pnt/L),
n=

(1.1)
L/2 L/2
an :% § X(t) cos 2pnt/L dt,dan3 0 ochbp :% § X(t) sin 2nt/L dt,dan3 1, (1.2)
L2 -L/2
med de komplexa varianterna:3
g _
Xt)= A cnepintL, (1.3)
n=—¥
L/2
10 . ,
=18 X(t) e=2pint/L gt (1.4)
L2

Se ocksd ZC 11.2, exercise 21, sid 495.



For L-periodiska x(t) kan integrationsintervallen ovan erséttas med vilket som helst intervall som har
langden L.
]

Ovningar: 1.5, 1.6

Fourierserierna handlar alltsa om konsten att skriva periodiska funktioner som ”linjara kombinationer” av
komplexa exponentiafunktioner €W t, De sa kallade fourierintegralerna befattar sig med samma problem,
fast for funktioner x(t) som &r definierade for allareellat och inte nddvandigtvis &r periodiska. Man kan
namligen visa att for en stor klass av sédana funktioner géller

¥

X{t) = gzlp X(w) €W t giw, (L7)
_¥’¥

dar X(W) = g X(t) e t dit (1.8)
¥

Den forstaav dessarelationer kan uppfattas som att x(t) & en linjar kombination av (de oandligt manga)

funktionernaeW t. S& nér som pa den konstanta faktorn 2—1p svarar faktorn X(w) mot den linj&ra kombinatio-

nens koefficienter (funktionens spektrum), den benamns fouriertransformen av x(t). Sambandet (1.7) kallas
ibland syntesekvationen (for fouriertransformer) — den anger hur funktionen x(t) " byggs upp” av sina” be-
standsdelar” 2—1p X(w) Wt Analogt sigs (1.8) vara analysekvation — den talar om vilka” bestandsdelar”

funktionen x(t) har.
Anmarkning 3: Observera de formella likheterna mellan formelparen (1.3) resp. (1.4) & ena sidan och (1.7) resp. (1.8) & den

andra. Skillnaden mellan (1.4) och (1.8) & férutom skalfaktornzflp att integrationsgrénserna &r olika. Samma géller for

(1.3) och (1.7) om man uppfattar serien i (1.3) som en "integral” dér "integrationsvariabeln” n bara antar de diskreta
vérdena0, 1, +2, .... Detta & ingen tillfalighet. | viss mening kan man ndmligen se fourierserietransformen som ett

speciafall av fouriertransformen. u

Enintressant sak &r att vi hér har tva helt olika sétt beskriva funktionen x(t) p& Den ena anger funktionens
varden for godtyckligat (vanster led i (1.3) resp. (1.7)), den andrai stéllet spektret ¢, resp. X(w) (hoger led).
Det som gor detta faktum sa anvandbart &r att vissa egenskaper (som t.ex. x(t):s maximum eller minimum)
avlases | dttast pa funktionen i vanster led medan andra ses | attast pa dess amplitudspektrum.,

Som ett exempel4: Figuren nedan visar vibrationerna fran en maskin som anvands vid massatillverkning —en
sakallad raffintr. Den &r i princip en stor kvarn. | det forsta steget huggs traravaran upp till flis som sedan
bearbetas mekaniskt (mals) i raffindren. De kemikalier som sedan tillsétts tréfibrerna kan efter malningen
|&ttare 16sa ut de massafibrer som anvands vid papperstillverkningen. Raffindren bestar i princip av en fast
kvarnskiva och en roterande fastsatt paen axel vilken bars upp av tre rullningslager.

M étinstrumentet, en accelerometer, sitter néra ett av rullningslagren som i detta specidllafall har en skadapa
en av de 16 rullarna. Skadan &r en tvérgaende spricka som varje gang den passerar kontaktzonen mellan
rullen och lagretsinner- eller ytterring orsakar ett slag. Diagrammet & grafen for den funktion x(t) som
anger ljudtrycket x, med tidsvariabeln t.

4 KalaMWL (Marcus Wallenberglaboratoriet, KTH).
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Grafen év & svartolkad — det &r svart att urskiljavad som héarror fran det brusartade ljud som maskinen
altid alstrar och det extraljud som harror frén skadan. Om man déremot bestdmmer spektret for signalen
X(t), vilket kan goras med en numerisk variant av analysekvationen (1.8), sa far man diagrammet
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dér man ser tydliga stora” tontoppar” vid c:a 800 Hz vid sidan av en del mindre. Tontopparnas frekvens-
lagen bestams av skadans periodicitet och kallas skadans signatur. Signaturen anvands vid maskinell
Overvakning for att upptécka eventuella skador i ett tidigt skede. Tidig upptackt gor det mgjligt att planerain
underhallsstopp och undvika de ofta mycket hoga kostnader som ett oplanerat driftstopp eller et haveri
skulle innebéara.




Passande 6vningar: 1.7, sid 16.

Fouriertransformen for en signal kan &l Itsa ge viktig information om signaen, information som kan varasvar
att fa fram pa annat sétt. Intressant &r ofta att veta hur forandringar i signalen paverkar fouriertransformen
ochviceversa

Om t.ex. en signal klipps av (man kanske inte har tid att lyssna pa hela signalen), pa vilket sétt andras
dafouriertransformen? Om en signal samplas (dvs. den avlases bara vid vissadiskretatidpunkter), vad
héander da med fouriertransformen? Och omvant, om fouriertransformen (spektret) andras genom att
man Klipper bort vissa frekvenser (s.k. filtrering), paV|Iket sétt paverkas da signalen?

ProblemstalIningar av det daget diskuteras ndrmare langre fram (Kap 7.3 (g) och (h)).

| detvafoljande avsnitten skall vi tittalitet pa hur man mater avvikelser mellan signaler; vad skall man t.ex
menamed att tvasignaler & nastan lika?

1.2 Litet om fel
Allauppmétta storheter avviker naturligtvis mer eller mindre frén den (tankta) ideala storheten som man
egentligen & ute efter —i stdlet for den exaktasignalen x(t), a <t < b uppméter man en annan, Xg(t). For att
kunna gora en felanalys behtver man komma éverens om ett avstandsmatt som anger hur mycket funktionen
Xe(t) avviker fran x(t). Det som man kanske forst kommer att tanka pa & att man tar den maximala avvike-
sen, dvs.

dm = max (1) — xe(0)] (1.9)

som ett sadant métt. Vid nérmare eftertanke forstar man dock att dettainte & sarskilt lyckat ur signalteorins
synpunkt: Om x(t) och xg(t) skulle varatva ljudupptagningar av en konsert, identiska sa ndr som pa att nagon
under ett kort tidsintervall hostar i den enaav upptagningsmikrofonerna. Storheten dp,, skulle davmntllgen
bestdmmas av hostningens intensitet, som ju kan vararétt stor. Trots detta skulle man nog inte vilja uppfatta
de bada upptagningarna som sdvarst olika.
Ett battre métt, som inte 1agger s stor vikt vid kortvarigaavvikelser far man i stéllet ur det sk. effektivwardet
av awikesen.s:

P> <) b Ql/ 2

dr = E%(HX(D Xe(t)|2dL , (1.10
S -a 7]

dar a£ t £ b ar tidsintervallet under vilken upptagningen gors.6
| teoretiska sammanhang har man ocksa signaler som &r definierade pa helaredlataaxeln, man véjer da
istéllet den s.k. funktionsnormen:

& ol/2
lIx— Xell—glxm xe(t)lzdt‘ (1.10)
¥ 17}

som felmétt (forutsatt forstas att den generaliserade integralen & konvergent).

5 Sekursbokeni ljud- och vibrationsl&ra (Bodén, Carlsson, Glav, Wallin och Abom), kap 1.3.
6 Observeraatt d, och d, och x har samma fysikaliska dimension — tryckdimension (Pascal) i fallet med |judupptagningen.
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- -1]
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-1 -1
Differenssignal x(t) —x(t), Kvadrerad avvikelse |x(t) —x«(t)] 2, &, » 0,4.
maxavvikelse dy,» 2,4. (1.10)-integralens varde = arean under grafen.
Ovningar: 1.8, 1.9, sid. 16.
b
Integralen g (D)2 dt, (1.12)
a

kan ses som ett métt pa signalens totala energi:

T.ex. for det fal att x(t) anger stromstyrkan i ampere genom ett motstand R [W], sa ges den spanningen av
y(t) = Rx(t) [V] och den momentana effekten W [W] av

o W =x(0 -y =R KO o
Integralen (1.11) ger alsaden totalaenergin under tidsintervallet a £ t £ b, sanér som pa proportionalitets-

faktorn R. Medelvardet
b

P g|x(t)|2dt, (112)
a
blir d& pd samma st proportionel It mot signalens medel effekt.
En motsvarande tolkning kan goras ocksa for det akustiska fallet dax(t) (= p(t)) ljudtrycket. Generellt ges
namligen den momentana effekten W hos ett mekaniskt system produkten [kraft] = [hastighet] = [tryck]
[ared] © [hastighet]. | akustiska sammanhang kan man visa att ljudtrycket p under allméanna omstandigheter
ar proportionellt mot partikelhastigheten u i mediet,



p=rocCu,
dér konstanternar o [kg/m3] och ¢ [m/s] & det ostérda mediets densitet respektive ljudhastigheten i mediet.”
Daéar altsaden momentana effekten per m2, W/A p-u= (1roc) p2 1 |p(t)|2.

Storheterna och g|p(t)|2dt respeknvei 8 | p(t)| 2 dt , representerar, sa nar som pa en proportionalitets-

konstant, ljuds gnal enstotalaenergi respektlve medel effekt. Om avstandsmattet d, mellan tvasignaler &r litet,
SAinnebér dettaalltsA att de ener gimassigt ligger néravarandra.

Men det finns flera anledningar till det speciellavaet av felmatt. En har att gora med ett néra slaktskap med
minstakvadratmetoden. Om detta handlar nasta avsnitt.

1.3 Om ortogonalitet. Par sevalsrelation.

Partialsummor till en funktions fourierserie ger ofta kusligt bra approximationer till funktionen. Dettakan i
pa sétt och vis forklaras av att fourierutvecklingen i viss mening ar optimal. Informellt kan man forsta hur
detta hanger ihop via den geometriska analogi som ligger till grund for det generellaapproximationsforfa-
rande som gar under namnet " minstakvadratmetoden”.

Antaatt uq, u, och v & tre vektorer i rummet sadana att u, och u, span-
ner upp ett plan V. Om v ligger i detta plan, sa kan v skrivas som en

/ linjér kombination av u; och u,

‘22 V=CUq + CU2

u o V. Vektorernauy och up kan ses som en bas for ett koordinatsystem i
U, . planet VV och koefficienternac; och ¢, som koordinaterna for vektorn v

i den basen. Dessa ar sarskilt | dtta att berédkna om vektorernaus och us;
ar vinkelréta mot varandra, dvs da den skaléra produkten uy - u, = 0. Man har namligen da att

U1 -V=C1Ug Ug + CaUy -Uz = Crlugf?,
varay ¢y = (uq - v)/|uq|2 och pasamma sitt ¢, = (Us - v)/|uz|2 (1.13)
Om vinte ligger i planet V safinnsingen majlighet att uttryckav med hjalp av u; och us somi (1. 12).

Daremot finnsdet i planet V en vektor vp som ligger ndrmast v, namligen den for vilken v —vo & vinkelrét
mot planet, och alltsa ocksamot uq och u,. Dettainnebér att om vp = ciUq + Coup, SAMaste

(V=Vp)- Uk =(V—CiUu; —Cpup)- ux =0, k=1, 2.
Detta ger igen sambanden (1.13) och man kan sammanfatta:

Den vektor i planet som ligger nérmast v ges av
i=12 (1.14)

u;
Vp=CrUg +CUp darg =

och "felet” man gor da man approximerar v » Vo gesav |V —\Vg|. Enligt Pythagoras' sats (sefig) blir
detta:
. [V=Vo|2 = [VI2=|vo|2 = [V|2 = |c1|2ug|? ~ | 2| 2 uzl 2
Man ser ocksa att

V|23 Jcl?lul? + | ] 2uzl. (1.15)
Om specidlt vligger i planet V, sdakommer vo = v och felet vara= 0, d.v.slikhet géller
V]2 =|c|2|u]? + |2 uz] 2 (1.16)

Forfarandet kan utan vidare generaliserastill vektorer i R och till flera "basvektorer” uy &n tvaoch dven

till vektorer i C" med komplexa koordinater, dettaom man definierar skaldrprodukt av tva sddana vektorer
med koordinater

X = (X1,X2, ... Xn) 0Chy = (Y1,¥2, ... .¥n)

7 Sekurshoken i ljud- och vibrationslara (Bodén, Carllson, Glav, Wallin och Abom), kap 1.3 - 4, 4.2.2 och 4.2.6.
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o>

enligt XY= & % Yk (Obs konjugeringen!)
k=1
Normen (Iangden), |x |, av en vektor definieras daav

n n
IX]2=x-x = & % %= & [%|2
k=1 k=1
Anmérkningsvért nog kan alt detta generaliseras annu mer till att handla om funktioner i stéllet for vektorer!
Detta om man definierar " skal arprodukt mellan tva funktioner” x(t) och y(t) som

OO

(x(0),y@) = 0 X(t) y(t) dt, dar b <t <c &r ett passande intervall 8 (1.17)

o O

och i analogi dérmed ”normen av x(t)”, ||x®)||, enligt

NO

X% = (X, X)) = 8 |X(D)]2 dit. (1.18)

som da alltsa motsvarar det geometriska langdbegreppet. Som Vi ser & dettajust energiintegraeni (1.11).

Man far en koppling mellan detta och fourierserieutveckling av L-periodiska funktioner om man definierar
skalarprodukten och norm somii (1. 17) och (1.18) med ett integrationsintervall av langd L:

(X0, ¥(1)) = 8_ X(® y(O dt och [Ix(t)[12= 8_I><(t)I20It (1.19)

¥ :
Syntesekvationen Xt) = & c,eWnt w=2piL
n=—¥

uttrycker att "alla” L-periodiskafunktioner exakt kan skrivas som en linjér kombination av ” basfunktioner-
na”

Un(h)=eiwnt n=0,+1, +2, ...
med c,,n=0, 1, £2, ..., som motsvarande koordinater. .
Eller annorlunda uttryckt: "Vektorn” x(t) ligger i det "rum” som "vektorerna’ e!'Wnt n=0, 1, ..., spén-
ner upp.

FOr dessa basfunktioner galler nu att deras parvisa skaléra produkter & = O:

L2 L/2
(Un(®). Un(D) = § eWMt.e-iwntch = 8 eW(m-n)tdt=éomm:* ni=
) . —1/2 —1/2
_ geiw(m—n)HL/Z _eilw(m-n)/2 _e-lwm-n)/2 . _§np(m-n)_
= Bw(m-nH_ ," iw(m—n) Sew=2pU=2" ) -0

eftersom sinpk = 0 for varje heltal k. Basfunktionerna &r alltsa parvis vinkelréata.

For normerna géller

L2 L2
Q . . Q

lun(Dll2= @ ewnt.e-iwnt ot = 9 ot = L,
—1/2 —1/2

d.v.s. basfunktionernas normer (basvektorernas langder) &r alla= /L.
Detta betyder att koefficienternac, i syntesekvationen bor kunna berdknas enligt principen (1.13) ovan

8  Beteckningen (x(t), y(t)) for skal&rprodukten av tva funktioner &r ratt vedertagen. Observera att beteckningen x(t)-y(t) inte
&r 1amplig eftersom den ju allmant anvands nar man multiplicerar tva funktioner ” som vanligt”.
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LJ2

_ (X(t)’un(t)) _1 8 X(t).e—iwnt dt
(6]

Cllu®Z2 L /
-L/2
vilket inte & ndgot annat an just anal ysekvationen.
Vidare: Partidlsummornatill fourierserien,
M .
dvs. v ()= & c,elwnt

n=M
kan uppfattas som den basta approximation till x(t) som man kan fa genom att linjarkombinerade 2M + 1
funktionernae'wWnt n=0, + 1, ..., £M, pd samma St som vy approximerar v ovan. Felet vid approxi-
mationen méts da med normen
[1X() —xm®I1%.

Tanker man pax(t) som en signal, s & normkvadraten som vi sett ovan ett méatt pa energin/period i
signalen. For signalen xy kommer alltsd bortfallet, i forhallandetill signalen x(t), energimassigt att varasa
litet som mgjligt jamfort med andra approximationer som & linjérakombinationer av de2M + 1

funktionernae2rint/L n=0,+1, ..., +M.
Sambandet (1.14) ovan (" Pythagoras sats’) kommer i fourierseriesammanhang att fa utseendet
L/2

Q . :
8 IXOIR2d=x®I2= & [cl2lun®IZ=L & [cnl?. (1.20)
n=—¥ n=—¥

-L/2
Likheten kallas Parsevals relation. En energimassig tolkning av den &r att:
Totala energin/period hos en signal = summan av del svangningarnas totala energi/period.

For fouriertransformen och mera godtyckliga komplexvérda funktioner x(t), definierade pahelaredlaaxeln,
kan man visa att motsvarande sakférhallanden géller. Om den skal&rprodukt och norm definieras av

¥ ¥
(1), () =§ x®) YO dt och [[x®)]2 =§ IX(®]2 dt (Konvergensforutsatt),
o ¥ ¥
sa kommer
¥ ¥
0 IX(I2 dt= [IXOII2 = - [IXWI2= o 8 [X(w)|2 cw (1.21)
0 2p 2p O ) )
By,

¥
Vanstraledet & da signalens totala energi medan hogra ledet & ” summan” av energierna hos delsvang-
ningarna. Man tolkar da le | X(wW)|2 dw som energin hos svangningarna med vinkel frekvenser i det

"infinitesmala’ intervallet mellan w ochw + dw. Motiveringen till faktorn le a meradjupsinnig, siden
vantar vi med.

Den matematiska substansen i Parsevals relation &r betydande, vilket ndgot litet framgar av nésta exempel.

Exempel 1.1

Enligt 6vning 1.2b har vi for den 2p-periodiska funktionen x(t) somi intervallet p <t £ p & = p —|t]|:
_P +g% +i —7pit + 1 -5pit + 1 -3pit + @-Pit+ apit + 1 3pit + 1 spit + 9

X(t) 2 tp& 72e 52e 32e e e 32e 52e -

Parsevalsrelation (1.20) ger da att

2 ¥ 4 0 p3 8 ¥ 1
2= g A S S g B N (. S
IXOll<=2p g5 + 8 pen1)dy 2 tp?a (2n+1)4’

n=1

10



p p
Q
dar IX®I2=9 (p—[th?dt ‘20 (p-t)2dt= p
-p 0
28_p3 .8, % 1 1,1 .1 _p*
vaar 3 =2 tp? 2 onerys WSt s e Tt Toe
Ett resultat som knappast framstar som gjavklart! "
Exempel 1.2:
\ rect(t)
Fouriertransformen for den s& kallade rektangel funktionen 1
11, da-12<t£ 12, : :
rectt) =i, . . . : .
10, for dvrigat,
~1/2 1/2 t
.
snw /2 ¥ 1/2 " " _
W /2 _8 iwt e — 9 1wt e — EV2—edW/2_ sinw/2
X(w)—8 rect(t) e?Widt = 0 leiWldt = W = W2
—¥

dettadaw?® 0. Ochforw= Ofar man direkt att X(0) =

i.' Parsevalsrelation (1.21) utsiger da att

! 2 ¥ ¥ 1/2
Q sin2w/2 o} 4
2 2 4 2 it —
g STy dw = 8 [XW[2dw=2p § [rect()2ct=2p§ 12dt=2p,
— - ¥ 172

vilket inte heller & nagot pa annat st |attfunnet resultat. (Integranden i den vanstraintegeralen saknar namli-
gen elementar primitiv funktion, s& dess varde kan inte bestammas med den vanliga rutinmetoden.) m

Ovningar: 1.10-1.12, sid.16.
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1.4 Orientering om linjaratidsinvarianta system och fouriertransformer

Det man vill studerai tekniska och fysikaliska sammanhang &r ofta ett slags " processer” som férvandlar
tidsberoende fysikaliska storheter, ”insignalerna’, till andra tidsberoende fysikaliska storheter, ” utsignaler-
na’. En radioapparat tar in elektromagnetiska vagor och skickra ut ljudvagor, en pendel paverkas av en kan-
ske tidsberoende kraft (insignalen) och svarar med att svanga pa ett visst sétt (utsignalen), Temperatureni en
ugn varieras pa ett visst sétt (insignalen) och steken ”svarar” med att fa en viss tidsberoende temperaturfor-
delning inom sig (utsignalen). Exemplen kan med l&tthet mangfaldigas.®

Schematiskt kan man teckna detta

X(t) —pp L —p X (1)

dar x(t) far stafor insignalen, L for sjdva” processorn” — eller systemet som man hellre sager — och x (t)
for utsignalen.

En modell for en enkel pendel som paverkas av en yttre kraft f som

markerad i figuren. Sambandet mellan pendelrérelsen x(t) (insignalen)

och kraften f(t) ges enligt Newtons kraftlagar av differential ekvationen:
mix”(t) + mg sin x(t) = f(t).

Observera att systemet matemati skt sett forvandlar funktioner till funktioner.
Inom matematiken kallar man garna sidana processer for operatorer. Opera-
torn det handlar om i pendelexemplet & den som forvandlar x(t) till rakneut-
trycket i ekvationens vangterled.

X(t) —p L —p miX” +mgsinx

Accelerationen = I1X"”

En mycket viktig klass av av sadana processer ar de sa kallade linjara, tidsinvarianta systemen (L TI-syste-
men).10 Sadana karakteriseras av
1°  (Linjaritet)

Om eninsignal z(t) & en linjar kombination av tvainsignaler x(t) och y(t),

z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,
s & utsignalen z, (t) sammallinjérakombination av x (t) och yy (t):
o 2(t) = ax (9) + by

2°  (Tidsinvarians)

Om insignalen forskjutsi tiden, dvs. om x(t) ersatts med x(t —a), dar a &r en reell konstant,11 sa kom-
mer ocksa utsignalen att forskjutas likamycket i tiden:

y() =x(t—a) b y () =x(t-a)

och ett tredje villkor, ett dags kontinuitetsvillkor, vars matematiska formulering vi inte gar in pa hédr, men som
intuitivt innebér att "smad’ forandringar i insignalen bara foranleder "sma” forandringar i utsignalen.

Systemet i pendelexemplet ovan & inteav LTI-typ eftersom sinusfunktionen inte & linjar. Men for sma ut-
dagsvinklar har man att sin x » x. Med den approximationen far man systemet

X(t) —pp L —pp mIX + mgx
som &r av LTI-typ. (Kontrollera att villkoren 1° och 2° &r uppfyllida.)

Kravet paatt processen skall varatidsinvariant & i mangafall mycket naturligt — en radiomottagare exempel -
visforvantas ju bete sig likadant igar som idag och imorgon. Likasa vill man kunna hantera steken i ugnen
pa samma sétt oavsett nér man vill lagatill den. Kravet palinjaritet torde vara svarare att tillgodose i prak-

9 Se ocksd kursboken i ljud- och vibrationslara, exempel 3-6 dar insignalerna & de krafter som exciterar en bil. Dessa
fororsakar vibrationshastigheterna pa olika stallen i bilen — utsignalerna.

10 seocks& §3.3i laroboken i ljud- och vibrationslara.
11 x(t-—a) & sammasignal som x(t) fast avsind a tidsenheter senare (oma > 0).
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tiken, men det & trots allt i mangafall uppfyllt med god approximation om man haller sig till signaler med
méttligt energiinnehall. En braforstarkare bor till exempel fungeralinjart, &minstone inom sitt arbetsomrade.

Anmarkningsvért & nu att det finns ett generellt sétt att i formler uttrycka hur LTI-system fungerar och att
det dessutom finns en ndra koppling mellan LTI-system och fouriertransformen:
. Man kan visa att det till varje LTI-system finns en (eventuel It generaliserad)12 funktion h(t) av reell va

riabel, A att "
X () = § h(t—t) x(t) dt (122)
Omvant & systemet ~ ,
X0 —> : B § -0 X0 ot (1.22)
¥

(med méttligaregularitetskrav pah och X) ett LTI-system. (Kontrolleravillkoren 1° och 2°1)

Anmérkning: Integralen i (1.22) kan tolkas intuitivt som att man vid varje tidpunkt t ”linjérkombinerar” deodnd-
ligt manga funktionsvardenax(t ). Linjarkombinationens koefficienter beror av tident och gesav h(t —t).

Funktionen h karakteriserar altsa L TI-systemet fullstandigt och den kallas, av skal som vi kommer till
senare, systemets pulssvar. Rékneoperationen i hdgerledet i (1.22) spelar gavfdlet enviktigroll i des-
sa sammanhang och man har gett ocksa den ett sarskilt namn. Man sager att

¥

§ h(t—t) x(t) dt &r faltningen!3 av funktionerna h(t) coh x(t)
—y

¥
och skriver § h(t—t) x(t) dt = h(t) * x(t). (14 (1.23)
Alltsa ~

x(t) — P h —p (1) * X(t) (1.23)

Faltningen visar sig haméanga intressanta egenskaper. En namner vi redan nu:
¥ ¥

§h(t—t)x(t) dt = §h(t)x(t—t)dt,

dvs. ht) * x(t) = X0 * h(t). (1.24)

(Kontrollera att detta &r riktigt — betraktat som en konstant och substituerat mott—t i en av intergralerna.)

. Om man som insignal till ett L TI-system tar en harmonisk svangning x(t) = eWt, s f& man som ut-

signa
¥ ¥
h(t) * eWt = Wt h(t) :§ h(t) éw(t—1t) dt = § h(t) @Wt giwt g
—¥ —¥
& 0
- gh(t) Wt gt . @Wt = H(w) - Wt
Sy o

12 vad detta & kommer vi till i kapitel 4.
13 Engelska och franska: convolution, tyska: Faltung.
14 | kursboken i ljud- och vibrationsldra skrivs x(t) o y(t).
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déar H(w) tydligen &r fouriertransformen av pulssvaret h(t):

gwt —.} h — P H(w)-elwt (1.25)

Utsignalen av en harmonisk funktion av viss frekvens & alltsd en harmonisk funktion med samma
frekvens.

De harmoniska funktionerna Wt & egenfunktioner till alla(!) LTI-system.
Motsvarande egenvérde ges av fouriertransformen for systemets pulssvar.

Funktionen H(w) brukar kallas systemets dverforingsfunktion.
Lat nux(t) varaen "godtycklig” insignal och y(t) dess utsignal. Enligt syntesekvationen (1.7) har vi,
¥
_81 iw t
X)) = §2p X(w) éW T dw.

K ombinerar man dettamed linjariteten hos LT1-systemen, safar man

2—1p X(w)-€Wt —pp h > 2—1p X(w)H(w) eiwt

och efter integration
¥

¥
X(t) = 82'% X(w) 6W t v —pp h . gzlp H(W) -X(W) €Wt dw = y(1).
¥ —¥

Men enligt syntesekvationen, som ju ocksa géller for funktionen y(t), &
¥

Y = §on YOW) €W tlw,

—¥
vilket innebér att Y(w) = H(w)-X(w). (1.26)
Sammanfattningsvis:

Om

X(t) —pp h —p V(1)
sagdler for fouriertransformernatill de tre ingdende funktionernax, h
ochy att
Y(w) = H(w)-X(w).

Detta mycket generella samband & utgangspunkten till en idé om hur man kan tareda pa hur ett forelagt
LTI-system fungerar. Dvs. man vill vetahur man till given insignal berdknar dess utsignal. Enligt (1.22) rac-
ker det da att bestamma systemets pulssvar.

Vi tanker oss att systemet levereras som en "svart |ada” vars innandome &r odtkomligt for oss. Det enda vi
kan géramed den &r att skickain signaler och méta upp motsvarande utsignaler. Foljande checklista kan da
anvandas.

1°  Skickainenkand insignal x(t) och mét upp utsignalen y(t).

2°  Berdknafouriertransformerna X(w) och Y(w) — analysekvationen (1.8) talar om hur detta gors.

3°  Bildakvoten H(w) = Y(w)/X(w) — detta ger fouriertransformen for det sokta pulssvaret.

4°  Berdknapulssvaret h(t) — syntesekvationen (1.7) talar om hur detta gors.

5°  Med hjdp av pulssvaret kan man sedan forutsaga vilken utsignal u(t) som man far om en signal

Z(t) — vilken som helst! — skickasin i systemet,

14



¥
u(t) = h(t) * z(t) = § h(t—t) z(t) dt.

—¥
Obs dock att detta bara en skissartad beskrivning av ett tankbart forfarande. En hel del berakningstekniska
komplikationer kan tillst6ta. Exempelvis kan X(w) = 0 betydande delar av w-axeln och dé kan divisionen un-
der punkt 3 inte utforas dar.

Ovningar till kap 1

AN >

3p -2p -p | P 2p

En signal och dess spektrum

1.1 Figuren ovan ger (en bit av) grafen for den 2p-periodiska signal x(t) somi intervallet —4p £t £ p antar
vardenax(t) = p —|t|. Verifieraatt amplituderna for sinussvéangningarna, b, alla & = 0 och de for
cosinussvangningarna,

io, da njamntoch? O,
4
an = #pnz’ om n udda,

p, da n=0.

1.2 a. Veifieraatt omi (1.3) x(t) & en reellvard funktion, sd & ¢, = ¢, och omvént: Omc., = G, |
serien (1.3) sA &r x(t) en redlvard funktion.

(Ledning: Utnyttjaatt G, ent + ¢, ént =2 Re (c,€nt).)
b. Bestam den komplexa fourierserien (1.3) till funktionen i uppgift 1.1.
1.3 a Veifieraatt for reelaa ochb,acoswt + bsnwt=Acos(wt + | ), d&
A= (a2 + b?)V2ochtanj =-bla, | =—p/2oma=0).

Funktionens maximavérde, A, & svangningens amplitud, j &r fasvinkeln eller fasaget och w/(2p), &
svangningens frekvens

| ord kan relationen i 1.3a uttryckas: Varje linjarkobination av sinus- och cosinussvangningar med samma
frekvens kan uppfattas som en fasforskjuten cosi nussvangning med den frekvensen.

b. Vilka & amplituderna A, och fasvinklarnaj , for de olika frekvenserna hos funktionen i uppgift 1.1?
c. Verifieraatt koefficienternac, av serien (1.3) dax(t) redll ocksa ges av
%An gl ndans 1, ;An el -nddn£ -1 ochcy = Ao

1.4 Funktionen x(t) & 2p-periodisk och
X(t) :% ,da—p <t<p.

a Berdknadess komplexa fourierseriekoefficienter med hjdp av (1.4).
b Bestédm sedan t ex med hjdp av sambanden (1.5) dess reella fourierseriekoefficienter.

1.5 Utfor substitutionent = 2pALt i (1.1) — (1.4) och verifiera darigenom relationerna (1.1) — (1.4%).
Verifieraocksa att relationerna (1.5) och (1.6) mellan a-, b- och c-koefficienternagaller of brandrade.
Vilket utseende far de komplexa formlerna om periodlangden = 1?
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2 P
16 Funktionenx(t) &r 2-periodisk och x(t) = F &2 _é% da-1<t<1.
a Bestam dess komplexa fourierseriekoefficienter.
b Bestédm sedan t ex med hjdp av sambanden (1.5) dess reella fourierseriekoefficienter.

1.7 Bergknafouriertransformernatill

. 11, omft|£ 172, o . _jet, omO£t, , 40, omO£t,
d. Xt =el

1.8 Grafernaovan hor till signalerna

) Ix) +50t (2 -1, aatie
X() = cos(t—1) —5cos(3,71~1,7) och x(t) =1 o1
FX(), da§£|t|£8.

Beréknad,, och d, definierade som i (1.9) och (1.10).

1.9 Latx(t) =1, () =t, xa(t) =t2—1/3, dd—1 < t £ 1, medan funktionerna = 0 for dvriga t-varden.
Bestam funktionernas effektivvarden i intervallet —1 £ t £ 1 och &ven funktionsnormernai —¥ <t <¥.

¥
1.10 a. Bestdm med hjép av Parsevalsrelation och resultatet av uppgift 1.4avérdet av summan é nlz
n=1
. N <1
b. Anvand pa samma séit resultatet fran uppgift 1.6.afor att summera a vt
n=1
y : . . snw/2 :
1.11 a. Anvand syntesekvationen for fourierintegralernaoch det faktum att w2 @ fouriertransformen
¥
y y ; Q sinw/2
av rect(t) for att berékna vardet av 8 W2 dw.
_ -¥
b. Funktionen som &r = Snpa ,fora® 0och=1daa =0, brukar kallas "sinus cardinalis’ eller

pa

¥
. . Q . . o .
kortare sinc a.. Vilket varde har 8 sinca da ?Vilkaér nollstéllenatill sinc a? Skissera kurvan.
¥
eat dat3 0, o = 10 dat>0,
fo. dat<o, YO lat qateo
Bestam funktionernas fouriertransformer. Anvand sedan Parsevals relation for att bestamma véardet av

1.12 Léta>0ochx(t) = samt z(t) = e2altl.

¥
: o 1
integralen 8 (aTWZ)ZdW
_y
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Om innehallet i kompendiet for ovrigt

| de foljande avsnitten tittar vi narmare pa det matematiska hantverket som hor till de metoder som beskrivits
i den har inledningen.

Kap 2 tar upp geometriska aspekter pa signalers grafer och infor ett par speciella funktioner med vars hjép
man t.ex. enkelt kan "Kklippaav” signaer.
Kap 3 handlar om periodiska funktioners enklaste egenskaper och om begreppet ” periodisk fortséttning”.

| kap 4 infors de s kallade generdiserade funktionerna. Det har namligen visat sig att de”vanliga” funktio-
nernainte helt duger for att pa ett bra sétt beskriva alla tankbara signaler — dessa generaliserade funktioner
passar béttre.

Kap 5 tar upp négra viktiga summationsformler. Dessa utgor grunden i fouriermetoderna.
Kap 6 handlar om komplexa fourierserier och fourierserietransformen.
Och dutligen handlar kap 7 om fouriertransformen och dess egenskaper.
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2. Geometriskt om grafer

En av den hér kursens syften &r att ge de viktigaste matemati ska metoderna som man anvander for att be-
arbetasignaler av olikaslag. Ofta & det s att den signal som man iakttar inte & den egentliga, utan det man
"ser” & nagon slags deformation, forvrangning eller stympning av den "riktiga’. Det &r darfor viktigt att
paolika sitt kunna” manipulera’ grafiska bilder av signaler. Varje sadan manipulation har en analytisk
(d.v.s. "formelmassig”) motsvarighet. Vi gar igenom négra enkla men viktiga sddanafall. Signalen gav
ténker vi oss beskriven av en funktion x(t), dér t oftahar (men inte maste ha) dimensionen tid.1> Grafiskt
|&ter vi x-axeln varavertika och t-axeln horisontell.

1 Trandation i horisontell led, x(t — a)

X(t) X(t—a)
Om x(t) forskjuts a enheter i t-axelriktningen, safar man grafen ' i
for x(t—a). |

ﬁ! —

a t
2 Trandation i vertikal led, x(t) + a
\
X(t) +a

Om grafen for x(t) forskjuts a enheter i x-axelriktningen, safar 1 —
man grafen for x(t) + a. f
a

3 Soegling i vertikala axeln, x(—t)

Om grafen for x(t) speglasi x-axeln, safar man grafen for x(—t).

Funktioner vars grafer overgdr i sig §avavid en sddan spegling Xt | x(=1)
kallasjamna funktioner. Analytiskt: i
X(t) jamnU x(t) = x(-%). (2.1) A !
Exempel pajamnafuktioner: 1, t2, t" dar n et jamnt heltal, cost, _
. sint t —t t
sin?, |t| och

St

15 | salva verket racker funktionsbegreppet, s& som det brukar definieras t.ex. i 1l:ans grundkurser, inte riktigt for
signalteorins behov, men det problemet tar vi upp forst senare.
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4 Spegling i horisontella axeln, — x(t)

Om grafen for x(t) speglasi t-axeln, s far man grafen for — x(t).

5 Vridning ett halvt varv kring origo, — x(—t)

Om grafen for x(t) vrids ett halvt varv kring punkten (0,0) i tx-
planet, sdfar man grafen for —x(—t).
Funktioner vars grafer dvergdr i Sig gavavid en sddan vridning
kallasudda funktioner. Analytiskt:

X(t) uddaU —x(t) = x(-%). (2.2
Exempel pa& udda fuktioner: t, t3, t" dar n ett udda heltal,

sint,tant,signtgglhg

6 Skalning i horisontell led, x(at)

Om grafen for x(t) trycksihop (resp. t6js) sa att avstanden till x-
axeln inr%1 ggr mindre (@>1) resp. stérre (O<a<1), safar
man grafen for x(at),

7 Skalning i vertikal led, a:x(t)
Om grafen for x(t) tojs (resp. trycksihop) s att avstanden till t-

axeln blir a ggr storre (a>1) resp. mindre (O<a<1), safar man
grafen for a - x(t).

8 Areabevarande skalning, a-x(at)

Grafen for a - x(at), a> 1, erhdlls genom att grafen for x(t) trycks

ihopi t-led och tgjsi x-led. " Areorna’ mellan graferna och t-axeln

& dadensammai bédafallen, ty

O 1K
000 K

8 a-x(at) dt = ésubst at® tu=9Q X(t) dt.

-y Y
(Detsammagédler om0 < a< 1, men da&r det fragaom tojning i t-

led och hoptryckning x-led.)
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9 Trunkeringlé. Rektangel funktioner

I
Om en signal iakttas under ett kortare tidsintervall @n sin totala | |
varaktighet, sd har man att géramed en trunkerad signal. | figuren |
hér bredvid har man ”skurit ut” den del (fet linje) av signalgrafen | |
X(®) (tunnlinje) som ligger i intervaleta £ t £ b och ”glémt” den | |
del som ligger utanfér intervallet. Analytiskt kan man beskriva detta |
genom att inféra den ”"trunkerade” funktionen:

iX(t), dda<t<b, |

I
- 17 - -
=10 dat>balert<a 4 M t
Oftavill man dock sdlangt mgjligt undvikatt anvanda

klammersymbolen. Man kan fa en merakoncis beskrivning av den trunkerade funktionen genom att till
menageriet av standardformler foga s.k. rektangel funktioner:

i1, dda<t<hb, \ rect, ()
Oma<b  rechan) O =g gar>belert<a Lr—
Den trunkerade funktionen ges da av ! by

x1(t) = X(t) - rectap (1). a bt

Rektangel funktionerna hor till de stréckvis konstanta funktionerna och & néra slékt med tva andra sadana
funktioner, som ocksa fétt ndgot s nér vedertagna namn:

\
Sgnumfunktionen: .
o =] 1, dad0<t, 23 sign(®)
Son® =14 dat<o 23 Y
(Skrivningen sgn (t) anvands ocksad.) — 1
o . . . A u()
Enhetsspranget, (" the unit-step-function”, stegfunktionen, 1
Heavisides funktion18)
i 1, dao<t, -
O =10 dat<o 24 t
Man har att
sign (1) = 2u() — 1, uy = 3D+ L
ochoma<b recap) () =u(t—a)—u(t—b) =u(t—a)-u(b-t). (Kontrollera dettal)

16 Ordet betyder "avhuggning” och kommer ursprungligen frén det |atinska verbet fér ”hugga av”, trunco. P& engelska heter

det truncation.

17 Den nogranne undrar kanske vad som hander med x:s varden for t = aoch b. Det problemet (som egentligen inte & nagot

problem) kommenteras narmare langre fram.

18  Efter Oliver Heaviside, brittisk fysiker och ingenjér, 1850 — 1925. Inférde funktionen ifréga vid sina kalkyler inom
elléran. Beteckningen for den &r tyvér inte standardiserad (8n?). | amerikansk litteratur skrivs som ovan ofta u. En annan

vanlig beteckning & H, medan uppslagsverket b anvander sig av g!
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Vi anvander ocksa beteckningen \ rect (f)
rect(t) —_
for rect_1/2,1/2] (1), d.v.s. for rektangelfunktionen som & = 11 ett intervall 1 ; ;
av langd 1, symmetriskt belaget kring origo. Funktionen i fréga & jamn. ! ' -~
iLom|t|<12 -2t 2
rect () = {0, om [t]> 1/2. (2.5) . A rect (t/p)
' —
—p/2 p/2 t

Ovningar till kapitel 2:

2.1 Skisserai ssmmadiagram grafernatill:
a  sint, sn2t och sin%, b. sint, 2sintoch %sint.

22 a  Skisseragrafentill
fl—|t—1|, dA0OEtE 2,

X0 = *O, dat>2dlert<0 )

och skissera sedan graferna for
b y(t) =X(-1), c. y(f)=-x@, d yO=-x-1), e yt)=x2,
f. oy = x(t/2) g yt)=xt+1), h yt)=10x(10t), i. y(t)=(x(t)100
j. Ge en "formelbeskrivning” i sammastil som (*) for funktionen y(t) = x(2t).

23 a Veaifieraatt y(t) = x(t) + x(—t) & en jamn och att z(t) = x(t) — x(-t) & en udda funktion.
b. Eftersomx(t) = X() +2X(_ ) X _ZX(_ )

, s kan tydligen varje funktion skrivas som en

summaav en jamn och en udda funktion. Visaatt det bara finns en sddan omskrivning, d.v.s. om

X(t) = % (1) + (1), dér x; @ jamn och x, udda, (**)
) = X0 XY ooy = X0 XD,

Ledning: Kombi nerallkheten (**) med den man far dat byts mot —t.

saar

Funktionernax; och x, i uppgift 2.3b. brukar kallas den jamna respektive udda delenav funktionen x.

De betecknasibland Ev{ x(t)} respektive Od{ x(t)} .
2.4 Vilka&r de jamnarespektive udda delarnatill

a et b. el C. %[
2.5 Veifieraatt

a  rectyz,uz(t) = rect(tL), b.  recta, b (t) = rect a@zt(ga_;)b%
2.6 Skisseragrafernafor

a sgn(sint), b. sin(sgnt), C. (sgnt) (sint),

d. (sint)- sgn(sint), e. u(sint), f. sin (u(t)),

g. u(t)-sint, h. rect (2) —rectt. I. rect (4 —3) +rect (4t + 3).
27 OmoO<actb,veifieraatt

a. rect (at) - rect (bt) = rect (bt) b. u(t—a)-u(t—b) =u(t-b),

+ +(a+
C. rect (at) —rect (bt) = rect % b(aa b)/2; gaeabt b(aa b)/2;

(Ritafigur! Jamfér med 2.6h ochi.)
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3. Om periodiska funioner och periodisk fortsattning

Man sager att en funktion x(t) &r periodisk: med periodlangd L (eller kortare L-periodisk) om
L >0ochx(t + L) = x(t) for dlat.

Grafernafor sadana funktioner karakteriseras tydligen (jamfor 82.1 ovan) av att de 6vergar i sig galvadade
forskjutsL, 2L, 3L, ... langdenheter i & vanster eller hoger.

X(t)
alaelaai®
[l \l \‘
t—L t t +L

Valkanda exempel pa periodiska funktioner ar de trigonometriska funktionernacost och sint (2p-
periodiska), samt tan x och cot x (p-periodiska). Mera udda exempel utgor konstanterna, x(t) = C, som
tydligen & L-periodiskafor vilket L som helst.

Om en funktion &r L-periodisk sA &r den automatiskt ocksa 2L -periodisk, 3L- -periodisk, 4L-periodisk 0.s.v. —
exempelws ar tan't ocksa 2p-periodisk. Bortsett fran de konstanta funktionerna, sikan man visa att det i ala
i praktiken intressantafall altid finns en minsta positiv period till varje periodisk funktion.1® Den
periodlangden kallas fundamental perioden. For de trigonometriska funktionernai det foregaende stycket
angavs just deras fundamental perioder. Konstanterna har ingen fundamental period.

Ovningar: 3.1, 3.2, sid.23.

Om man fran grafen till en L-periodisk funktion ersétter allt som ligger utanfor ett t-intervall med langden L,
tex. intervalet -L/2 <t £ L/2, med motsvarande del av t-axeln sa kan man saga att man har ” skurit ut” en

period av grafen,
x (1)

\ T I T
-L/2 L/2
Analytiskt kan man beskriva denna” stympning” med, att man bildar funktionen
iX(t), om—L/2<tE L2 . L
= =10, for dladvrigat. b = X(0- rect(vL).

Man sager att x(t) & den L-periodiska fortsattningen till x_(t). Funkt| onen x(t) kan dterskapas fran x_(t)
genom att man adderar funktionernax_ (t—nL),n=0, £1, £2, .

¥
()= a x (t—nL). (3.1)
n=—¥
Lagg mérketill att en funktion x(t) som & definierad av ett samband av typen (3.1) alltid & L-periodisk —
och detta alldeles oavsett vilken funktion x_ man utgar ifran — bara den oandliga serien konvergerar.
Mera generellt har man kommit Gverens om:

19 Mera precist galler: Om en icke-konstant funktion x(t) & periodisk och kontinuerlig i &minstone en punkt s har
funktionen en minsta positiv period som alla andra & heltalsmultipler av. Beviset for detta & inte alldeles enkelt och
utel@mnas.
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Definition: (Periodisk: fortsattning av funktion)
¥
Funktionen X(t) = é y(t—nL)
n=—¥
ségs vara den L-periodiska fortsattningen av funktionen y(t) — forutsatt att serien & konvergent.

y(t+2L) (®) y(t—2L)

y(t+3L) y(t+1L) y(t—L) y(t—3L)

x(t)

...... -3 -2 L L 2L 3L ..
Exempel 3.1
Grafen av funktionen A

f1-|t], dat|£1, |
y(t) = 5
0, dalt[>1, y(®
har skissatsi figuren hér bredvid.
De L-periodiskafortséttningarnatill dennafor L =3, 2, 3/2, och 1 <
1 har dafoljande grafer: (Kontrollera detta som en 6vning!) -1 t
y

3-periodisk fortsattning

AN 1 YANYA
|
5 -4 3 2 4 | 1 2 3 4 5 6

2-periodisk fortsattning y

AT IILKTS,

Ovningar till kapitel 3

3.1 Bestdm fundamental periodernatill
a  costsint, b. |cost|, c. tanpt.

3.2 Vefieraatt x(t) =t —&q, dér &= storsta heltaet £ t, & periodisk och ange dess fundamental period.
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3.3

34

35

Skriv upp anaytiska uttryck for de 3-, 2- och 1,5-periodiskafortséttningarnai exemplet ovan.
V] att goradettai intervall symmetriska kring origo och med respektive fundamental periods langd.
Skissera den 3-periodiska fortséttningen till
t 1-t2, da|t|£ 1,
x(t) =1 |t|-1,dal<|t]| £ 2

0, da|t]| > 2.
Vilken & den 1-periodiska fortséttningen av
X(t) = 121, dat >0,
T10, dat £0,

i fundamentaintervaletO<t£ 1?
Ledning: 1 +k+ k2 + ... +kN+ ... =1/(1—k) om | k| < 1.
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4. Om matematisk beskrivning av signaler

4.1. Informell inledning. d-funktioner och generaliserade funktioner

En”signal” &r for oss ett samlingsnamn pa ndgon métbar storhet som beror pa en reell variabel (ofta med
tidsdimension).
Exempdvis.

[1] et varierande lufttryck vid nagon punkt i rummet (ljudsignal),

[2] et varierande stromstyrka (eller spanning) i en elektrisk ledning (telefonsignal),
[3] et varierande elektromagnetiskt falt i en viss punkt i rummet (radiosignal, ljussignal),

| dessafall har man vid varje tidpunkt t en signalstyrka x och det &r naturligt att forsoka beskriva signalen
med en funktion x(t) av den reellavariabeln t. Sadana signaler brukar kallas tidskontinuerliga.

[4] enfdljdav td eler tecken (fran ndgot alfabet) som kommer med ett visst antal per sekund (digital
signal).

Signaler av det senare daget brukar kallas tidsdiskreta. Eftersom ett antal tecken alltid kan ”kodas” med tal
sa kan en sadan signal alltid beskrivas matematiskt som en talfoljd. Om de olika tecknen inkommer vid
tidpunkternaO, T, ZT, ..., nT, ... , kan man skrivat.ex x(0), x(T), X(2t), ... , x(nT), ... , for den talfdljden. Om
"steglangden” T & kand eller ointressant kan man man lika garna betecknax(nT) med X, eller, som det &r
kutym i signalteoretiska skrifter, med x[n]. Klammerparentesen skall paminnaom att n &r en heltalsvariabel i
motsatstill denreella variabeln ti x(t).

A x()
\x[n] e ©°9
®
®

(]
A\/ Y = n
V t L ll

12 3.. l

Tidskontinuerlig reell signa Tidsdiskret reell signd

Intensitetsvariabeln x uppfattar man kanske garna ocksa som en reell variabel, men det har visat sig lampligt
att i allménhet |ata den vara en komplex storhet: En ideal vaxelstrom beskrivs exempelvis egentligen av en

funktion av av typen x(t) = Acos (wt—j ), darw/2p & frekvensen,j fasvinkeln och
A A amplituden, men man foredrar att uppfatta signalen som
A en linjar kombination av komplexaexponential funktioner:

W . W

X(t) = Ae-2| | eiwt 4 Ae'2 |
En viktig anledning till det speciella intresset for just de
komplexa exponentialfunktionernaér den roll de spelar
i zp/w—>|\t som egenfunktioner till LTI-system (se (1.21) i avsnitt
1.4) och att (oandliga) linjarkombinationer av dem kan
framstélla vilka som helst signaler (syntesekvationen (1.5)

for fourierintegraler).

e—th

25



Som ett forsta forsok till en generell matematisk modell fr signaler skulle man kunnata:
[a) En tidskontinuerlig signal motsvaras altid av ndgon komplexvéard funktion x(t) av en redl

variabd t.
[b] Entidsdiskret signal motsvaras altid av nagon fdljd av komplexatal, x{n], n heltdl.

Det har dock visat sig att [a]-delen ar alltfor mskrankande for att tacka behoven — somliga signaler har just
ingen varaktighet utan kommer som en |mpuI§ pa"nolltid”. En sadan sugnal |dter sig inte beskrivas av
nagon funktion, i varjefall inte som begreppet "funktion” definierats i den "klassiska’ analysen. Innan vi
modifierar [a] pa ett passande sitt maste vi darfor diskutera dennatyp av signaer litet narmare.

Med impulsen hos en tidskontinuerlig signal x(t) av typen [a] under tidsintervallet a £ t £ b menar man
vardet av integralen

x(t)dt. (20 (4.1)

SieleloNoy

Om x(t) = O utanfor intervallet a £ t £ b sd&r vardet av integralen (4.1) desstotalaimpuls.

t t X(1)
\ x(t) \ x(t) \ »

1/2

-1 1 -1/2 1/2 t -1/3' 1/3 t
Signalerna x(t) med grafer som i figurerna ovan har alla samma totala impuls 1, men olika
varaktighet (2, 1 resp 2/3 tidsenheter). Med signalens varaktighet menas da Iangden av det
kortaste intervall utanfor vilket den & = 0.

_— P __J —
t

For att smidigt kunna hantera signaler med mycket kort varaktighet, men med total impuls* 0 har man inom
matematikenskapat dértill speciellt anpassade begrepp — de sa kallade generaliserade funktionerna eller
distributionerna. En strikt matematisk definition av dessa skulle fora oss for Iangt bort fran den har kursens
onskade innehdll, sAvi nojer oss med en meraintuitiv beskrivning av dem.

En signal som kommer vid tident = 0 med total impuls \
1 och varaktighet 0 motsvaras av den sa kallade del- » d(t)
tafunktionen d(t).

Approximativt svarar signalenmot en puls som den i A ()
den vanstrafiguren har bredvid och d-funktionengalv 1
kan garna llustreras grafiskt som i den hogra figuren ! > >
med en uppétriktad pil utgaende fran origo med langd

1.

area=1

20 Ordet "impuls’ f&r inte alltid tas bokstavligt i fysikalisk mening (ndgot med dimensionen kraft = tid) — for t.ex. en
elektrisk signal, dar x betecknar stromstyrkan, sa kommer "impulsen” att vara den laddningsméngd som passerat under
tidsintervallet.
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Pa motsvarande sétt kommer en impuls av storleken |,
\ » | d(t—a) A som kommer vid tidpunkten a att motsvaras av den
hd(t-2a) generaliserade funktionen

| -d(t—a)

Vi kallar dessa signaltyper deltapulser2l. Punkten a
: kalas pulsens singularitet. Man Gverenskommer
a t a ¢ vidareatt d(t—a) =0 dat? aoch saknar vardedat =
a

area = |

Observeraatt d-pulsernainte & nagrafunktioner i “vanlig” mening! For en "vanlig” funktion x(t) som &r

¥ ¥
—0d&t? 0,4 § x(t) dit = 0, medan det for d-pulsen férvantas galla att § x(t) dt = 1.
-¥ -¥
d-pulsen &r alltsd en "nytt” sorts begrepp — en generaliserad funktion.
Litet darvigt (men tréffande) kan man séga att
[&] tidskontinuerliga signaler ar, matematiskt sett, uppbyggda av summor av funktioner av en

variabel och deltapulser samt deras derivator?2.

Ovning: 4.1, sid. 36.

Innan vi g& vidare med signalteorin maste vi titta litet ndrmare pa

4.2 Egenskaper hos generaliserade funktioner och hur man raknar med dem?23
4.2.1. Integration av d-pul ser

Deltapulsernakan integreras Over intervall dar andpunkternadr* den singuléra punkten:

Betraktat.ex. pulsen d(t). Om b £ t £ c &r ett intervall som har den singulérapunktent = 0 i sitt inre, sa
kommer de signaler xg(t) som approximerar d(t) och har tillrackligt kort varaktighet, att vara® O barai en del
C C

- o é O . o é
av dettainterval. Eftersom man da har att 8 Xe(t) dt = 1, sa & ocksa 8 d(t) dt=1.

b b
c

Om & andra sidan punkten t=0 ligger utanfor intervallet, s ar xg(t) = 0i intervallet, dvs. § Xe(t) dt =0, varfor

b
c

o Q o . o
ocksa 8 d (t) dt = 0. Pamotsvarande sétt far man att
b

21 Dekallas ocksd Diracpulser (eller Diracfunktioner) efter den engelske fysikern och Nobelpristagaren Paul Dirac (1902 —
1984).

22 /i kommer till vad dessa & nedan (§4.2.6).

23 Resonemangeni det har avsnittet & heuristiska. (Heuristik = Metod att upptécka eller bilda ny kunskap.) N&gra strikta
bevis for sambanden i detta avsnitt kan inte ges har, eftersom vi inte har ndgon en formell definition av vad "genera-
liserade funktioner” &r for nagot att utgaifran.
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i1, omaérinrepunkt i integrationsintervallet,
d(t a) dt -$ . - . 4.2)
0, om a &r yttre punkt till integrationsintervallet.

T 0000

Ovning: 4.2, sid. 36.

4.2.2. Multiplikation med d-pul ser
A xo(t) » d (t—2) L&t Xe(t) vara en funktion som approximerar d(t — a) och som har en kort
varaktighet e, d.v.s.

area=1

Xe(t) =0,da|t—a|® e/2 och

Xe() dt=1ombEf a-e/2,a+e/2 E£c

T 0000

T T T

a-e2 2 a+eP?

Om nu y(t) & en funktion som & kontinuerligi x = a, sd & for smae, y(t) » y(a) da|t—a| £ e/2. Detta
innebar att y(t)-xe(t) » ¥(a)-Xe(t) for alladessat och approximationen kan forvantas bli béttre och béttre ju

mindree & . L&er mene® O+ f& man
(4.3

Y(b)-d(t—a) = y(a)-d(t—a) |
A y()
//%d_(g

Uttrycket y(a)-d(t — a) kan uppfattas som en modell for
en avldsning avy.svérdei t = a — man samplar yvid /_\/
_ d(t - a)

"tidpunkten” a
C a t’
Av (4.3) f& man ocksa att § y(t)-d(t — a) dt =
b
¢ ¢
§ y(a)-d(t—a) dt = y(a) § d(t—a) dt , dvsenligt (4.2):
b b
C
iy(a), omb <a<cochy(t) & kontinuerligi t = a,
8 y(t)-d(t—a) dt = # . - (4.4)
0 0, omaligger utanfor intervaletb £t £ c.
b

Anmérkning: Forfarandet forutsétter att den funktion y(t) som man multiplicerar med & kontinuerlig i d-pulsens singularitet
Vi véljer att inte definieramultiplikation med andra funktioner y én dessal Detta verkar kanske litet ofullstdndigt men &r

egentligen mget konstigt. JAamfor med matrismultiplikationen som heller inte &r definierad mellan godtyckliga matrlser
utan bara for sddana som har passande format.
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Som en 6vning (nr. 4.3, sid. 36) |amnas att verifieraatt
att for kontinuerliga funktioner y(t) galler

¥ ¥
0 Y(@)d(t—a) da= §y(a) d(a—1) da=y(o).
¥ ¥

Den sistarelationen utsdger att d-funktionen, nér det galler fatning, agerar analogt med talet 1 vidmultiplika-
tion —ndr man " multiplicerar” (I&s: faltar) med den s hander ingenting”. Definitionerna av de generalise:
rade funktionerna och av faltningen kan goras sa att relationen

y(® * d(t) = y(0)
gdler for allageneraliserade funktioner y(t) (alltsd aven for dem som inte & kontinuerliga).

4.2.3. Linearitet vid integration

I ntegrationsreglerna for generaliserade funktioner ar i mangt och mycket desamma som for de ”vanliga’
envariabed funktionerna. Man har exempelvis att

§ (kx(t) + 1 y() dt = k o 2 (t) dt + | o 2 (o) (4.5)
b b b

dar k och | & konstanter, ocksa galler for generaliserade funktioner x(t) och y(t).

Exempel 4.1:
Om x(t) = sin pt + 3 cos pt och y(t) = d(t + 1) — d(t), sa&r

3 3
§ X(t) - y(t) dt = § ((sm pt + 3 cospt)d(t+ 1) —( sin pt + 3 cos pt )d(t)) dt = éenligt (4.5)u
-2 -2
3 3
§ (snpt+ 3 cospt)d(t+ 1) dt—§ (sinpt + 3 cos pt)d(t) dt = éenligt (4.4)u
-2 -2

=[(sinpt+ 3cospt)]t:_1—[(sin pt + 3cospt)]t:0: [0+ 3(-1)] =[0+31] =
Ovning: 4.4, sid. 36.

Ocksa substitutionsregeln for integration géller oforandrad for linjara substitutioner (t = at + b).
Exempelvis har man for konstanter a > O:

p ¥
0 d(@)] (hot=car=t,d=ct/at® ¥ b t® £¥0=1 8 d(t)] (ajct = ) 2.
~ —¥

4.2.4. d-funktionen och LTI-system

Hos L TI-systemen spelar d-funktionen ocksa en viktig roll: Lat h(t) varautsignalen till ett LTI-system da d-
funktionen valts som insigna (h kan lampligen kallas pul ssvar et):

dt)y —p L L (1).
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Dakommer, pagrund av tidsinvariansen

dit—t) —p» L —p N(t-t),
dar t &r ett godtyckligt redllt tal. Multiplikation med x(t) ger, pagrund av linjariteten
X(t)yd(t—t) —pp L —pp X(t)h(t-1),
Integreras ("linjarkombineras’) detta med avseende pat, safar man
¥ ¥
X(t) = § X(t)d(t—t) dt —pp L —p § X(t)h(t—t) dt = h(t) » x(t),

¥ —¥
och vi f&r det som pastodsi (1.22") i det inledande avsnittet om LTI-system.

d-funktionen kan ocksa upptrada som pulssvarsfunktion till ett LTI-system:

xt) —p» d () —p Y(1)

Har & y(t) = d(t) = x(t) = x(t), dvs. systemet & det "trivida’ system dér utsignalen &r identisk med
insignaen.

Ovning: 4.5, sid. 36.
4.2.5. Likhet mellan generaliserade funktioner. Skalning av d-funktionen

ilomt30 ilomt>o
Funktionernax (t) = 0 omt< och Xo(t) = -0 omtED & inte identiska eftersom x1(0) * x»(0).
Xl(t) (1)
16 X,(t) —x(t)
T ,

t
Men om de déremot &r b&skrlvnl ngar pasgnaler finns det ingen anI edning att betrakta dem som olika
eftersom skillnaden inte gér att detektera med nagra fysikaliskainstrument. Man Gverenskommer bl.a. darfor
att betrakta tva generaiserade funktioner (signaler) x;(t) och xo(t) som likaom

¥ & ¥ b 0
Q . ~ Q .
2 (a() —%) (t)dt=0 g 0 x) Ot =g x@ O
¥ ¥ ¥ ﬂ
for godtyckliga (tillrackligt reguléra) funktioner j (t).
Exempelvis har man enligt det foregdende avsnittet att
¥ ¥
o d(at)j (1) dt= @ §6(1) (®) ot
¥
for "godtyckliga’ funktioner | (t). D.v.s.
d(a) = 2 d(),oma>0, (4.6)

Ovning: 4.6, sid. 36.
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4.2.6. Generaliserad derivering av funktioner

Ett av de mest fundamentala sambanden mellan begreppen derivata och integral & som bekant:
t
§ X (1) dt = x(t) - x(b). 4.7)

b
Enligt denna kan man exakt berékna en funktions alla varden om man kénner dess derivata och dess varde i
en endapunkt. | bevisen for detta brukar man forutsétta att X (t) existerar i varenda punkt i intervallet, men
relationen &r faktiskt riktig ocksa om x(t) uppfyller det svagare villkoret att vara kontinuerlig och strackvis
deriverbar med eventuellt olika hdger- och vansterderivatai enstaka punkter.

Att kontinuiteten & en vasentlig inskrankning syns bl.a. av foljande:

Exempel 4.2:
A
i1, omt>0, 1 &

Betrakta enhetsspranget u(t) = 1 0,omt<0

>

Dess derivata u’(t) & uppenbarligen = 0, dat* 0 medan den enligt den klassiska t
analysens definitioner saknar derivatadat = 0. Har kan man inte med enbart kdnnedom om derivatan och att
exempelvis u(-1) = 0, bestéamma vardet av u(1) —information om sprangets storlek for t = 0 saknas!

Approximeras u(t) med deriverbara funktioner ug(t) som i figuren till vénster, dar
man i det kortaintervallet -e/2 £ t £ e/2 skarvat i den 6vrigadelen av grafen for u
med en dét vaxande kurva, sa far man daremot en funktion for vilken huvudsatsen
(4.7) tillamplig:

5 , il omt>e?2
U
-1

Oavsett hur ug(t) har definieratsi intervallet —-e/2 £ t £ /2, sAkommer ug (t) att ha principutseendet

\
U'e('[) »d(t)
area=1

T T »

—e2 e t

d.v.s. U (t) approximerar d(t) dde® 0+. Det & darfor motiverat att uppfattad(t) som (den generaliserade)
derivatanav stegfunktionen u(t):
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u'(0) = d(o) (4.8)

Med detta generaliserade derivatabegrepp kommer likheten (4.6) att vara giltig &ven for funktionen u(t):

t . .
11, omt>0¢

Q Q0 B B
gu@d=gdya=f O-E_ u(t) — u(=1).
-1 -1

Pa motsvarande sétt kan man generaliserat deriverafunktioner vars grafer bestar av styckvis slatakurvor sa
nér som paisolerade sprang. En funktion med en graf som

v X(t)

\ aITN\

AL/

a t

kan namligen uppfattas som summan av tva funktioner:

y(t) d-u(t—a)
! * N
AN d]”
\Ja T Ly a T

dér den ena, y(t), & deriverbar utom méjligen for t = a men i varje fall kontinuerlig ocksadat = a, och den
andrad-u(t — a) & en multipel av en stegfunktion. Man sétter darfor

X () = y (1) + dd(t—a).

Meraallmant om x(t) & en strackvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter d;, dy, ... i punkterna
a,ay, ..., A&

generdiserade derivatan av x(t) = "klassiska’ derivatan av X(t) + did(t—ag) + dbd(t—ap) + ...

Exempel 4.3:
Signumfunktionen &r liksom enhetsspranget en strackvis konstant funktion. A
Den har ett sprang av storleken +2 i origo. Allts& 1
d . sgn(t)
gt Sion (t) = 2d(1). -
t

Sammaresultat far man (forstds) om man deriverar relationen:
sign(t) =2u(t) -1 -1
med hjdp av de vanliga deriveringsreglerna.

A rect (t/p)
For den strackvis konstanta funktionen I

rect(t/p) = u(t + p/2) — u(t — p/2) :

e o —~ Ia
gédller pamotsvarande satt —p/2 p/2 t
d

ot rect(tp) = d(t + p/2) —d(t - p/2).
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Exempel 4.4:
it2, om|t|<2
10, om |t]|>2,

Losning: Funktionen x(t) & deriverbar i klassisk mening dat® +2, men har sprangdiskontinuiteter i dessa
punkter med sprang +4 resp. —4. Den generaliserade derivatan ges darfor av

i2t,om|t]<2{

(0= *0 om |t| >2,'[V)

“’\T} X(0) ’ JV;«) ’
2 2 _/l_4 t

Om vi behover skilja pa den klassiska derivatan fran den generaliserade skriver vi i fortsattningen {X (t)}

eler :%u for den klassiska, medan samma symboler utan {} -tecknen far stafor den generaliserade.24 Hogre
|
generaliserade derivator berdknas efter samma monster.

Problem: Berékna den generaliserade derivatan till x(t) =

+ 4d(t + 2) — 4d(t - 2).

—

Exempel 4.5:

Problem: Beréknax " (t) dax(t) = [t].

1 omt>0

Lésning: Man har X (t) = : 1 omt< Og = sign (t), som &r stréckvis konstant, med ett sprang av storleken
I — .

+2fort=0. Alltsd &

X (1) = {X ()} +2d(t) = 2d(0).

X(t) X(t)
X A
It T 2d(t)

> 1 >
t t

~\

Ovningar: 4.7 —4.10, sid. 36.

4.2.7. Derivering av d-pul ser

Tanken att generaliserade funktioner approxi- A
meras av deriverbarafunktioner kan anvandas for = Ua®»d ()
ait definiera derivering av generaliserade T
funktioner. Hur detta fungerar kan man ana av area=1
foljande skissartade exempel: Xe(t) » d'(t)
Betrakta d-funktionen. Den approximeras av e >
deriverbara funktioner xg(t) med grafer som i den ; . > _ o2 t
vanstra figuren. Derivatan d'(t) kommer da att o t

approximeras av X (t), som, om Xg(t):s maximum e

areorna ar lika

24 NAgot allméant vedertaget beteckningssétt for detta finns veterligen inte (annu?) .
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antas for t = 0, kommer att ha principutseendet som i den hégra figuren. For intervallb £ t £ ¢ som har
intervaellet —e/2 £ t £ e/21i sitt inre har man:

c

§ Xe (t) dt = Xg(C) — Xe(b) = 0 och, meraalmant for godtyckliga deriverbara funktioner y(t):

b

C C C

o £ Q. Q

8 y(t)- Xe () dt = éPartiell integrationll = g/(t) Xe(t)Ho 8 Y () Xe(t) dt =0 — 8 Y (1) %e(t) dt,

b b b
¢ ¢

dér den hograledet ® — § v (0-d(t) dt =—y'(0) § d(t) dt om e® O+. Det véinstraledet kan uppfattas

b b

Cc
som en approximation till § y(t)- d"(t) dt och man ledstill de relationer som beskriver d":s vasentligaste

b
egenskaper:

i =y (0), omb <0< coch y(t) har kontinuerlig derivata,

. o (4.9
0, om0 ligger utanfor intervaletb £ t £ c.

y(t) d(t)dt= *

S ocoo.o

Allmannare kan man definiera derivatan for en godtycklig generaliserad funktion s att den vanliga
rékneregeln for partiell integration géller:

C C
§ y(O)- X (0 dt = gy(t) -x(t)gz _ § V (0):x(t) dt | (4.10)
b b

dock med inskrankningen att funktionernax och y inte har ndgon gemensam singularitet och att andpunk-
terna® singulariteterna. Sambandet (4.9) &r ett specidfal av (4.10):

C C

&d(b) = d(c) =0 och U ,

y(t) d@d = gy(t) d(t)l‘i) o y (t)-d(t) dt = 5/((3 d(t)( )y (0)- d(t)u‘ -y (0) o d)ydt. (9)

b b
Derivator av godtycklig ordning kan definieras efter samma monster. Aven dessa hogre derivator ar gene-
raliserade funktioner for vilka raknereglerna ovan gdler. Man har t.ex. for d-funktionensandraderivataoch
tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner y:

T 0006

C C

o y(O)- d” (0 dt = g/(t)d (t)HD— 0 y(t)d ) dt—:gc(r?)(g )d (9= 04 0= (-1)2y" (0)0 At ot

b b
Pa samma sétt far man det aIImannare
c c
§ y(t)- (D) dt = (—1)ny<n>(0)§ d() dt. (4.11)
b b
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Exempel 4.6:

x(t)
_ 2
Problem: Lat x(t) =1—1t2, om [t]| £ 1, = O for Gvriga t-varden. Berdknax, /?\t

X ochx””

Losning: x(t) & kontinuerlig och saknar darfor sprangdiskontinuiteter, A,
varay
- 0, omt<-1, X ()
X)) ={xX 1)} = #—Zt, om-1<t<l,
0, omt>1.
Denna funktion har spréng av storleken +2 for t = -1 och t = 1, men &
annars kontinuerlig.

-\

L, ) R
Man far andraderivatan
t 0, omt<-l, il A
X'(t) = * =2, om-1<t<l, ¥ +2d(t+ 1)+ 2d(t-1).

0, om t>1. 5 5

TR g
Den forstatermen & en stréckvis konstant funktion med sprang —2 for t = - :
-1 och sprang +2for t=1, for dvrigat & den deriverbar med derivatan = ' '
0. Alltsa{x ()} =0dat! +1 och . .

X () = —2d(t +1) + 2d(t— 1) + 2d (t + 1) + 2d'(t—1).

Exempel 4.7:

¥
Problem: Utnyttjaresultatet i foregaende exempel for att berdknaintegralen § x(t) eWt dt.
¥

Losning: Eftersom x(t) och dess derivator & = 0 utanfor intervallet —1 £ t £ 1 sd ger partiell integration

¥ ¥ ¥ ¥
19 2 1% 9 aelo3

o X(0) eWtdt=— 0 x(t)e'Wtdt—gIW— 8 X (t) éWt dt = S i o X (t) @Wt dit.

—¥ ¥ ¥ —¥

Resultatet fran foregaende exempel ger att detta ar

2| . - ; 4 .
~ 3 —e"W +elW —jw(eW + elw)) = 3 (SNw-wcosw),

dar man anvant att dW — e"W = 2j sinw och dW + eW = 2 cos w.
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Ovningar till kap. 4:
4.1 Lax(t) =sinpt,dd—1£t£ 1 och=0for dvrigat-varden. Ritagraferna for
2

a Xt+1)+dt-2), b. x(t-21)—d(t+2), c. & kd(t—k+1/4).
k=-2
4.2 Bedknaintegraernadver intervallet O £ t £ 3 for funktionernai uppgift 4.1.
¥
4.3 Verifieraatt for kontinuerliga funktioner y(t) galer § y(a)-d(t —a) da = y(t).
¥

(Relationen kan uttryckas. "Varje (kontinuerlig) funktion & 'summan’ av sinasamplingar”.)

Och uttryckt med hjdp av faltning: y(t) * d(t) = y(t)
0

4.4 Laty(t) varaden generaliserade funktionen i 6vning 4.1c. Berdkna § et y(t) dt.

-2
4.5 Vilken verkan painsignaen har ett LTI-system med pulssvarsfunktion
a. 2d(t)? b. d(t—a), areell konstant?

4.6 FOor konstanter a > 0 géller enligt (4.6) att d (at) = %d(t). Vilken likhet f&r manoma < 0?
4.7 Berdknafor x(t) somi exempel 4.4

0 0

8 ‘(t)} dt b 8 ‘() dt
a g (X}, gX O

-3 -3

4.8 Beréknaden generdiserade derivatan till funktionerna

a.  sign(t) - cost,
b. sign(t)-sint,
C.  recty p(t) = u(t—a)-u(b—t),a<b, dér u(t) = enhetssprénget. (Rita forst grafen!)
d. u®)-|t-1]. (Ritaforst grafen!)
[ 1-e-UD), dat>0
*e. 4 (Ritaforst grafen!)

0, dat<o.
49  Berskna% (u(t) - & +u(=t) - (1+1)
' dt2

4.10 Lat x(t) = (u(t) —u(t—2p))- sint.
a Veifieraatt X" (t) + x(t) = d(t) —d(t - 2p).
b. Skisseragrafernafor x(t), X' (t) och X (t).

c. En pendlande punktmassa hanger i en viktlos trdd. For sma
utslagsvinklar x(t) och forsumbar friktion géller da enligt Newtons
kraftlagar att:

X0+ §x0 = 1 f00,

dér g & tyngdaccel erationaen, | trédens langd och f (t) en yttre kraft ) .
som paverkar pendeln. Vilken situation beskrivsav differentialekva- ~ Accelerationen = Ix
tionen i a-uppgiften?

Tolkalosningen x(t) = (u(t) — u(t — 2p))-sinti ljuset av svaret pa den fragan.
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4.11 Latx(t) = |t|om|t| £ 1 och =0 for 6vrigat-varden.

a Beraknax och x ™.
¥

P

b. Bergknamed hjalp av resultatet i a-uppgiften integralen Q x(t) eWt dt.

Q
Q
0
=Y

4.12 Lax(t)=sint da |t| £ p och =0 for dvrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X’ (t) pasaenkel form som majligt.

w

b. Berdknaintegraen 0 (X(t) + X7 (t)) eWt dt.

k oo

4.13 Latx(t)=cost da |t|£ p och=0for Gvrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X (t) pasaenke form som majligt.

+

b. Berdknaintegralen 0 (X(t) + X" (t)) eWt dt.

k oo

¥
: Q ] , . : .
4.14 Visa att 8 Xt) d(t—t ) dt = X (t) om x har en kontinuerlig 1:a-derivata och mera generellt

k

x(t) d(t—t ) dt = x(M(t) om x har en kontinuerlig n:te-derivata.

k ocoo x

37



5. Nagra viktiga summations- och integrationsformler.

Forst en repetition:
5.1. Geometriska serier

For godtyckligakomplexata a och k géller

I 1-Kk .
a+ak+ak@+ .. +akl =s=}a7 | OMk® L,
T S e T T fan, omk=1
Bevis Oma + ak + ak2+ ... + ak+1 =,
SA &r ak + ak2+ ... + ak-1+ akn  =ks,
varav efter subtraktion,

al-k)=(1-Ks0 al =", omk 1.
Omk—l,saarssummanavnsttaladvs na.

Ovningar: 5.1 -5.5, sid. 43.

De kompl exaexponentialfunktionernaav typen €Wt dar w och t & reella, tilldrar sig ett speciellt intresse
inom signalteorin. Vi skall i de foljande avsnitten titta nérmare pawwenklasummor och integraler av s&
dana funktioner. Det visar sig namligen att det finns ovantade samband mellan sadana summor och d-pul-
serna. Sambanden & hornstenar inom fourieranalysen.

5.2. Summation av harmoniska vagor (e Wt-funktioner), pulstag

5.2.1. En kommentar till vissa variabelval:

Véardet av funktionen eWt, dar wt & reellt, & som vi vet ett komplext tal med belopp 1 och med argument-
vinkeln wt métt i radianer. Omt har tidsdimension sa kan man askadliggora funktionen som en rorlig pe-
karefasti origoi planet. Pekaren snurrar med en vinkelhastighet paw radianer/sek — moturs om w > 0. Att
man oftast valt just radianmattet som vinkelmétt beror bl.a. pa att deriveringsformlernafor den komplexa ex-
ponentialfunktionen (och dérmed sinus- och cosinusfunktionerna) blir speciellt enkla

Exempelvis & som bekant

d . .
gy Sinv=cosv, omv métsi radianer,

medan

% sinv° —ﬁ) CosV°, omv matsi grader.
Trots att radianméttet verkar vara”bast” i matematiska sammanhang kan det i vissafall andavara fordel ak-
tigt att valja ett annat vinkelmatt. Ett " naturligt” sddant ar att ta ett varv som enhet. Ett varv motsvarar da 2p
radianer respektive 360°. En pekare som roterar f varv/sek (dvs. med frekvensen f Herz) har da en vinkelhas-
tighet pa 2pf radianer/sek. Vi har altsa

w = 2pf.
5.2.2. Summation av harmoniska funktioner

M .
Vi tittar nu narmare pasummor, & €Wt av heltalspotenser av éWt-funktioner. | det komplexa taplanet
n=-M
utgor termernai summan ett udda antal (P = 2M + 1 st) enhetspilar, spegelsymmetriskt placerade kring
reella axeln och jamnt fordelade Gver en sektor av enhetscirkeln. Nagra exempel finnsi figurerna pa nasta
sida. For att hyfsaformlernalitet har vi satt wt = a
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gMa

eia
a@Ma ,
ga dMa
[
“ e &
eiMa

eima
a=2p/5=72° a=p/9=20° a =p/18=10°
M=2,P=5 M=5P=11 M=16,P=33
Summan
S(a)= g gha —giMa y giM-1a +  +egia +1+¢ea + . +¢eM-1a 4 giMa
n=-—M

& en geometrisk serie med kvot d@, forstaterm e"Ma  och med P stycken termer, dér P = 2M + 1. For i@
1 1 far man darfor summan

, d@M+Dal2  g(2M +D)a/2 _gri(2M +Djal2 _

Soa) = eiMa a(2M +)a _ 1

da _1 gal2 ’ dal2 _gial2
gPa/2 _ g-iPa/2 3 snPa/2
dal2_edal2 ~  snal? (5.1)

Forela =1, dvs. néra =2p° heta , & summan istéllet = P. Noteraatt termernai summan alaér 2p-perio-
diskai variabeln a, detsamma gdller da forstas ocksa summan. Vajer mani stéllet andelen av varvet som vin-
kelmétt, dvs. sétter a = 2pb, safar man istéllet den 1-periodiska summan:

S (2pb) = ssnonl)Dbb utom nar b = heltal, dd summan = P.

Summan & tydligen dltid redll och som funktion av a (respektive b) har dess graf principutseendet:

Funktionen &r periodisk med periodlangd 1, och dess O-stéllenii intervallet 0<a < 2p (0< b < 1) &
a =2p/P,4p/P, ..., 2p(P-1)/P (b=1P, 2/P, ..., (P-1)/P) @
Man kan visa att
b

§ S (20b) db ®

a

i1, omintervalet a<b <binnehdler precis en heltalspunkt,

*O, omintervallet a<b <b inteinnehdler ndgon heltalspunkt,' daP® ¥.

25 | figurenar P =11.
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Funktionen kommer alltsa for stora P att approximativt motsvara enhetspulser vid punkternab = heltal.
Funktionen representerar ett sd kallat pulstdg — " enhetspul staget” .

A
A
1 1 1 1 1
-2 -1 ¥ 1 2 b
a d(b —n)
n=-¥
Resultatet kan med hjélp av generaliserade funktioner uttryckas
¥ _ ¥
& e2pinb = 3 d(b —n) (5.2
n=-—-¥ n=—¥

Ovning: 5.6, sid. 43.

Sambanden (5.2) — (5.2"") &r altsa likheter mellan generaliseradefunktioner och & med den klassiska
analysens synsétt meningd dsheter. Exempelvis & vansterleden divergenta serier?6 som saknar (klassisk)
summal Inte desto mindre kan man anvanda sambanden fér att férhallandevis &t hdrleda ” klassiska”’
resultat som & mycket svara att fa fram med andra metoder.

Exempel 5.1

Om man t.ex. multiplicerar ekvationen (5.2"") med en funktion x(t) som & kontinuerlig aminstonei
punkterna2pn,n =0, +1, 2, +3, ..., far man

¥ , ¥ ¥
a xt)ent =2p - 4 x()d(t—2pn) =2p - & x(2pn)d(t—2pn) (5.3)
n==¥ n=—¥ n=—¥
och sedan integrerar leden dver helaredllaaxeln, s far man en mycket generell summationsformel:
, & 0 o 0
Q . - ¥ Q - ¥
3 éi xt) éntdtT=2p - & éz xtyd(t—2pn) dtT=2p - & x(2pn) (5.4)
n=—¥ 0 . n=—¥ 0 = n=—¥
7] g
¥

7

Integralen i vansterledet kénner vi igen2? som fouriertransformen av x(t), X(w) = g X(t) e"W tdt, i hel-
¥

talspunkternaw =n,n=0, £1, £2, ..., varfor (5.4) kan skrivas

26 De successivatermernai en serie som ar konvergent i klassisk mening maste ® 0. Termerna i summan i vanster led har
alabeloppet 1, si den serien kan inte vara konvergent.

27 Analysekvationen (1.8) i kapitel 1.
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¥ y
& X(n)=2p- & x(2pn). (28 (5.4)
n=-¥ n=-¥

Anmérkning: Detta samband & (en variant) av den s.k. Poissonska summationsformeln. For att den skall vara giltig i
"klassisk” mening maste funktionen x(t) haen del ” snéllhetsegenskaper” (krav pa konvergens av inblandade summor
och integraler t.ex.). Vi g&r dock inte in pa detta narmare har. Litet slarvigt kan man siaga att den i praktiskt fore-
kommande fall stammer om de béda leden & meningsfullafran "klassisk” synpunkt.

For att se vad sambandet (5.4 innebér i nagot specidllt fall, |3t ossta

il om|t|<1/2
X =rect© =g om H> 12,

Fouriertransformen till denna funktion beréknadesi exempel 1.2 och den &r
X(w) = %\;\gz ,daw? Ooch1,daw=0.
Eftersom rect (2pn) = 0 for allaheltal n* 0 och = 1 for n =0, safar man
2 sinn/2 ¥ snn/2 _
d 2 tlta Thp =2
n=—¥ n=1
vilket, eftersom de bada seriernai vanster led &r lika, ger att

snn/2 _ 1
n2 —P 2

11 Qo

n=1

Ovningar: 5.7.-5.9, sid. 43.

5.3. Regelbunden sampling « multiplikation med pulstag

I nkommande kontinuerligt definierade signaler x(t) kan i allmanhet inte avlésas vid alla tidpunkter. Nagot
mer realistiskt & att de avlases vid tidpunkter t = nT,n = 0, £1, +2, ...: Man sager da att man samplar sig-
nalen (regelbundet) med sampelavstandet T. Véardena vid sampeltiderna ges da av foljden x[n] = x(nT),

n=0,+1, 2, ...
Anmérkningsvart nog kan motsvarande analytiska procedur koncist uttryckas med hjélp av pulstagsfunktio-
¥
nen, & d(t—nT). Den samplade signalen svarar namligen mot pul staget:
n=—¥
¥ ¥ ¥
a x(nT) -d(t—nT) = & x(®) -d(t—nT) =x(t) - & d(t—nT)
n=-¥ n=—¥ n=—¥
¥
X(t) - a d(t—nT) X(t)
n=-—¥
| T
...... 2T -T | \U 2T t
T
¥ ¥
Obsatt & X(—n)= & X(n). Summation av samma termer, men i omvand ordning.
n=—¥ n=—¥
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Sampling med sampli ngsavsténdet T av en kontinuerlig signal svarar mot att signalen
multipliceras med pulstaget

¥
& d(t—nT).
n=—¥

Ovningar: 5.10,5.11
5.4. Periodisk fortsattning « faltning med pulstag
Det visar sig att ocksa operationen " att bildaden L-periodiska fortsattningen till en signal” har att géra med

¥
pulstdget & d(t—nL). L& ndmligen x(t) vara den L-periodiska fortsittningen av y(t):
n=—¥

¥
x)= a yt—nL)
n=—¥

® .
YEH2D) iy yi—u) Y2 i

y(t +3L)

¥
Observeraatt y(t — nl) = § yO)d(t =t —nL) dt , varfor
¥
¥ 0 Q ¥ Q
X)= & §yMdt -t —nl)dt = g y(t) & dt—t —n)dt = § y(t)Di(t—t)dt. (56)
n=—¥ n=—¥
_y y -y

¥
dér DL (t) & pulstdget & d(t —nL)

n=—¥

Integralen i hoger led i (5.6) &r tydligen en faltning

¥
0 Y(t) DL(t—t ) dt = y() + D(t)
Y
dvs. X =y & dt —nL) (5.7)
n=—¥
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Sammanfattningsvis:
L-periodisk fortsattning av en signal svarar mot att signalen faltas med pul staget

¥
8 d(t—nL).
n=—¥

Ovningar till kapitel 5:
5.1 Summera

1,2, 4 8 299
& 3%9to7Te Tt z00
1 2 4 8 299

1+k+k2+k3+ ... +kn
1-k+kK2—-k3+ .. —kn
5.3 Vagaifieraatt summan
eM+e-(M-Dt+ +etl+1+e+... +eM-Dt+eMt
fortt 0kan skrivas

=2 & nettuddahdta 3 1. Bestamk.

5.2 | sambandet

P2 —ePU2 _gnh PY2
dl2_etl2 T sinht/2°

dar P & antalet termer i summan.

(Tips: Anvand t.ex. summationssambandet i avsnitt 5.1. Serien & geometrisk med forstaterm e~ Mt | kvot et och antalet
termer & 2V + 1. Alternativt kan man anvanda ett knep likartat med det i beviset i avsnitt 5.1.: Om summan kallas S —
bildad/2 Soch e1/2 S. Dessa summor kommer att innehdla samma termer med undantag for tva. Differensen dem
emellan, (/2 — e1/2)S, & da differensen mellan dessa tvé termer. Ur dettafér man S.)

5.4 Den geometriska-serie-summan i avsnitt 5,1 & tydligen en polynom i variabeln k och maste darfor vara

kontinuerlig. Speciellt maste summans varde for k=1 vara= lim a 1-kK°
® _
Verifieradetta genom att direkt ber8kna gransvardet t.ex. med hjdp av I'Hospitals regel.

. N . sSinh P2
5.5 Vilket varde har t|<|®I’n0 W?

5.6 "Skala’ (5.2) genom att sétta b = t/T (tvariabd , T konstant > 0). Utnyttja sambandet (4.6) for att

verifieraatt
g epint/T =T . ; dt—nT)  (T-periodiskafallet) (5.2)
och speciellt " "
; ent =2p - g d(t—2pn) (2p-periodiskafallet) (5.27)
n=—¥ n=—¥

5.7 Vilket samband f& man om x(t) sétstill et i (5.4)?
For fouriertransforming av x(t) se évning 1.7b —d.
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il om|t|<a, . _ . Sinaw
i0, om|t|>a, 2>0&XWw)=2", .

. . . ¥ snan _ 1(p—a)/2, for0<a< 2p,
b. Genom védjax(t) somi uppgift a, visa att nil N %(Bp _a)i2, f6r 2p <a<4p.

5.8 a. Veifieraatt fouriertransformen till x(t) =

sin an
n

c. Vilket & vardet av summan ,da2Np <a<2(N + 1)p,N heltal?

n

1 o+

1

5.9 Bestéam den redlafourierserien till den 2-periodiskafunktion g(a) somi intervalet 0 <a< 2 gesav
l1-a
g@)= 5.

Ledning Man kan forstas anvanda integralformlerna for berékning av seriens koefficienter, men man kan ocksa avlésa
svaret fran resultatet i uppgift 5.8b.

510 Latx(t) = cost. Skriv upp analytiska uttryck for sampelfunktionerna fér sampelavstanden T = p/2
respektive p. Vilka & foljdernaav sampelvéarden i de badafalen?

511  Latxr(t) varasamplingen av signaen x(t) med sampelavstandet T.
¥
a. Berdknalt = § xT(t) dt.

¥
b. Vadbor grénsvardet |lim Ty rimligtvis hafor varde?
T® 0+

(Ritafigur, se efter vad T x(nT) betyder geometriskt.)

. &, 00 o
. —_—— 2 —_— I
5.12 ForenklagSint - rect S5 *n f_¥d(t 2np). (Ritafigur!)

5.13 Beréknay?fg,déy(t):géint-rect %%* & d(t —np). (Ritafigur!)
n=—¥



6. Fourierserier och fourierutveckling

6.1. Syntes- och analysekvationerna for fourierserier

| det hédr avsnittet skall vi seatt formelparet (1.3") ich (1,4") for den komplexa fourierserieutvecklingen av L-
periodiska funktioner,

¥
)= & cnednL,
n=—¥

—
~

2
Ch= ﬁ X(t) e—2int/L,d_

12

- O0O-

& en konsekvens av summationsformeln (5.2):

¥ ] ¥
4 edint = & d(t—n),
n=—¥ n=—¥

L&t x(t) for enkelhets skull vara en 1-periodisk funktion. Funktionen x; (t) = X(t) - rect(t) beskriver dax:s
vardeni intervalet —1/2 <t < 1/2 och x(t) & den 1-periodiska fortséttningen av X (t).

X, ()

X(t)
t

I I I

~1/2 12
¥
¥ ) ¥
d.v.s. Xt)=x(t)» & dlt —n)= Q x(t) & d((t —t)—n)dt,
n=—¥ 0 n=-¥
¥
¥ ¥
Summationsformeln  § e2Pint = § d(t—n) gor det majligt att skriva om uttrycket for x(t):
n=-—¥ n=—¥
¥ .
6 & ¥ _ 0 ¥ Efg _ Sz
x®)= 0 éxl(t) qgePin(t-t)zdt = 3 %0 x(t) epin(t-t) Tqt.
0 n=-¥ a n=—y &0 -
¥ 4]

Har & e2pin(t-t) = e2pint . g=2pint dar den forstafaktorn tydligen & oberoende av integrationsvariabeln
t,altsa

« B 0
)= & ég xi(t) e2pint dt T eZpint,
n=—¥ y ﬂ
Men x;(t ) = 0 utanfor intervallet —=1/2 £ t < 1/2 och = x(t) inom det intervallet, varfor
¥ 12
9 - 0 |
8 X]_(t) eZpint gt = 8 X(t) e-2pint dt,
—¥ ~1/2

vilket ger
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¥ .
X(t) — é Ch eZplnt ,
n=-¥
12
0 .
dar cy = g X(t) e2pint dt
-1/2

Pa sa st aterfar vi ocksa for periodiska funktioner med godtycklig period L sambanden (1,3") och (1.4°):

¥ .
xt) = & c,eZpint/L (6.1)
n=-—¥
L/2
9 .
dircn={ § X(t) e2Pint/L dt . 6.2)
—1/2

Processen, att ga fran en periodisk funktion till dess spektrum, & en transformation (eller transform), den sa

kallade fourierserietransformen (FS). Om man vill framhava detta kan man skriva analysekvationen som:

L/2

Q .
X(t) ?/49/';“5/4® cn:% 9 X(t) e2pint/L dt n=0,+1, +2, ...

-L/2
Syntesekvationen, som ju omvant anger vilken periodisk funktion som har spektret ¢, kan skrivas pa mot-
svarande Sétt:

-1 v .
Cn HRY® Xt = & cye2pint/L,
n=—¥

Exempel 6.1: For x(t) = d(t), —1/2 £ t < 1/2 far man fourierkoefficienterna
12
G = § d(t) e2pint dt = 1.
-1/2

¥
Den 1-periodiskafortsétningen av d(t) & pulstéget & d(t—n), varfor syntesekvationen ger
n=-—¥

¥ ¥ .
& dt-n= a eint,

n=—¥ n=—¥
d.v.s. vi dterfér sambandet (5.2) ovan.
Funktionen och dess fourierkoefficienter
n:id(t—n) a
1 1 1 1 i 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<1 . .
______ -3 -2 - [ 2 T . -3 -2 -1 1 2 T
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Ovningar: 6.1, 6.2, sid. 50.

Om x(t) redan & en L-periodisk funktion, s &r x(t) identisk med den L-periodiska fortsattningen av
funktioneny(t) = x(t), O£ t < L. Syntesekvationen ger darfor att

¥ .
Xt = & ch,ePint/L did—¥ <t<¥.
n=—¥

C+1L

Eftersom integralen X(t) dt & oberoende av C om x(t) &r L-periodisk,2® sd spelar det ingen roll vilket

O ocoo. +

. . : Q o . .
interval av [angd L man integrerar 6ver. Man kan anvanda beteckningen 8_ for sadanaintegrationer.

Analysekvationen kan da skrivas:

19 . ;
Cn = E(CJLx(t) g2pint/L gt (6.2)

6.2. Egenskaper hosfourierserietransformen

Mellan en periodisk funktion och dess fourierkoefficienter finns manga rétt enkla samband. Har foljer en
listamed nagra av de viktigaste:

Om den L-periodiskasignalernax(t) och y(t) har fourierkoefficienternac, resp. d,, n = 0, 1, +2, ..., s
gdler att

funktionen har fourierkoefficienterna
C x(t) + D y(t), C och D konstanta Cc,+Dd,
, 2pni
X (1) e
X”(t) B 4p2 n2
L2
xM)(t 2pnig"
® L5 O
X(t—a) e=2pniall . ¢,
¥ 1
& d(t—nL) Ch=1
n=-—¥

Notera att sambanden som ror derivering och trandation blir speciellt enkla for 2p-periodiska funktioner.
Tabell bver den redllavarianten av fourierseriernafinns ocksai handboken b.

Dessa egenskaper foljer ganska omedelbart ur analys- och syntesekvationerna. Exempelvisger derivering av
syntesekvationen

29 Kan visas formellt genom att man deriverar integralen med avseende pd ¢ och utnyttjar att x(c + P) = x(t). Genomfor

gérnadettal
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¥ .
X(t) = & [(2pin/L) c,] e2pint/L
n=-¥
dar man avlaser fourierseriekofficienterna for x (t) till (2pin/L) c,.
Forutom dessa egenskaper sa har vi den viktiga” energirelationen”, Parsevals relation (1.20):

L/2
1 Q

¥
Q IXpI2dt= & |cnl2.
n=—¥

—L/2

Den géller for alaL-periodiskasignaler dér integraleni vanster led & éndlig (dvs. signaler med &ndlig
medel effekt).

| nésta exempel anvander vi ndgra av ovanstaende egenskaper for att underldtta raknearbete:
Exempel 6.2:
Problem: Bestém fourierutvecklingen till den 2-periodiska

funktion somi intervallet O£ t £ 1 gesav h r----l X(®)
hud, dA0EtEd, 1 -d /\
XO =1 —oi1—d), dadELE 1 \/I 1t
och for vilken x(—t) = —x(1). A1 —h

¥ :
Losning: Syntesekvationen har utseendet x(t) = & ¢, €PN, dér fourierkoefficienterna kan beréknas direkt
n=—¥
ur analysekvationen. Man kan dock dlippaen hel del rékningar om man observerar att X° och framfor allt X'~
ar betydligt enklare funktioner an x:
ih/d, daoE£ |t|<d,

h(1-d), dad<|t|£ 1.

X()== (Ritagrafen!)
11—

och X (1) = gd 1hg(d(t+d) _d(t—d)) = d(1h g (dt+ ) —d(t-d). ()

¥ .
Deriverar man syntesekvationen 2 ggr far man att X "(t) = & (pi n)2c, eP1nt, Har avldser man att X 7:s
n=—¥

fourierkoefficienter (pi n)2c, = —p2 n2 ¢, erhdlisur
e} z ('j
X" (t) ePint gt = 2d(1 3 o d(t + d) ePint gt — o d(t—d) epint gt T
—1 ﬂ

NI
(el ele TN

_p2 n2cn =

|
[REN

N (@ind_epi o .
= 2d(1-d) (evind—epind) = d(1—q Sn(pnd), vaavforn: 0:

ih

p2r2d(1-d) 3" (pnd),

Ch =—
1
Aterstér att berékna co som enligt analysekvationen &r :% § X(t) dt, d.v.s. funktionens medelvérde Gver en

-1
period. Detta medelvarde &r i det hér fallet uppenbarligen = 0.
Vi far altsa fourierserien
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_ ih £ osn(pnd) i
O="qa-ag,2, 2 &
nto
Anmérkning: Alternativt kan man fa fram resultatet utgaende fran uttrycket for andraderivatan (1) och egen-

skapstabellen ovan: De 2-periodiskafortsdttningarna av respektive funktioner nedan har enligt tabellen de
angivnakoefficienterna:

¢ dt)« 3.n=0,+112, ..,

« dttd)« ePnid.l n=0,41+2 .,

.. h - T hi .
o X7(t) « d(i—d) (ePnid —e+Pnld)-§ = d1-d) sinpnd,n=0, +1, +2, ...,

3y _ _ 1 hi .
e FOornt O:x(t) « ¢y _—pz—nz "d(1=d) sin pnd
« For n=0far vi somnyss direkt ur analysekvationen att ¢y = 0.
Detta ger svaret ovan.

Ovningar: 6.3, 6.4, sid. 50.

6.3. Konver gensfr agor

Eftersom likheten i syntesekvationen & en likhet mellan generaliserade funktioner &r det inte galvklart att
likheten géller i klassisk mening, d.v.s. att

M .
xt)= lim & cyelnt,
M®¥ n=_pm
dér limesbegreppet & som i den ”vanliga” anaysen. Detta problem &r inte alldeles enkelt att reda ut, men
tillréckliga villkor finns uppskrivnai kurdlitteraturen, ZC Theorem 11.1., Sid 437:

Om x(t) och X (t) (30 &r styckvis kontinuerliga och har hoger- och vanstergransvérden i alla punkter s &r

lim g Cneintzw_
M®¥ pn=—_wm 2

Konvergens rader darfor i praktiken "alltid”, med undantag for de stéllen dar x(t) & diskontinuerlig. Dér
blir seriesumman i stéllet = vardet mitt i spréngintervallet. | narheten av sddana punkter upptrader ocksa en
komplikation som kallas Gibbs fenomen (se ZC sid 442.)

Forutsdttningarnai konvergenssatsen ovan kan inte tas bort. Man kanner exempelvistill kontinuerligaperio-
diskafunktioner vars fourierserier inte konvergerar for allat och &én vérre, integrablafunktioner varsfourier-
serie inte konvergerar for ndgot endat. Situationen kan kdnnas en smula obekvam!

Situationen ter sig dock meratillfredstéllande om noterar att konvergensbegreppet egentligen mest anvands
hér for att pa ett precist sétt kunna uttrycka att olika funktioner ”ligger néravarandra’.

M .
lim 4 cyelnt =x(t)
M ® ¥ n=—M

fé&r betyda att

M .
a4 ¢c,elnt "ligger godtyckligt nara’ x(t) for "tillrackligt stora’ varden pa M.
n=-M

30 Derivatani "klassisk” mening —ingen generaliserad funktion — avses hér.
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Som vi tidigare sett (81.2) finns det andramdjliga sétt att méta graden av " nérhet”. En lamplig kandidat &r
att taenergin (under en period) hosdifferensen mellan signalerna som ett sddant matt.

M .
Att & c,elnt "ligger godtyckligt nara” x(t) for "tillrackligt stora” varden pa M, f&r dabetyda att
n=-M

M .
lim || & cyent —x®)|12 =0, (6.3)
M ® ¥ n=-M
dér ||| definieras som i (1.19)

Viktigare for signalteorin &n ovanndmnda konvergenssats &r att man faktiskt kan bevisa att:

Likheten (6.3) géller for alla L-periodiska signaler med andlig energi/period, dvs om bara

0
D|[2= Q |x(t)|2dt <¥
Q! 8 [x(t)]

Inga speciellakrav pakontinuitet eller deriverbarhet behtvs for dettal Beviset for den satsen ligger utanfor
den hér kursens ram.

Ovningar till kapitel 6:
6.1a. Bestam fourierkoefficienternatill de 1-periodiska funktionernasin 2pt och cos 2pt.

b. Bestam fourierkofficienternatill den L-periodiska fortséttningen till Ld(t). Vilken blir syntesekva-
tioneni dettafall?

6.2 Vilken & fourierserieutvecklingen y(t) av den 3-periodiska funktion for vilken
11 ddo<t<1,
YO=1o, da1<t<3.
6.3 a. Bestdm de komplexa fourierkoefficienternatill den 2p-periodiska funktionen x(t) for vilken:
x(t) =t2,da—p £t £ p.

Anvand nagon av berékningsmetoderna som anvandesi exempel 6.2. Ange ocksa den redlla
fourierseriutvecklingen.

b. Samma som a, men med 4-periodiska funktionen
i1, da|t]<1
XO=15 11, da1e |t]<2
¢. Samma som a, men med 6-periodiska funktionen
13 dao<t<1
Lo, da1<t<3,
X =i 2, da3<t<5,
I -1, dd5<t<®.
6.4 a. Forenklakoefficienternai fourierserien for signaleni exempel 6.2 for det fall att d = h = 1/2.

b. Ett (idealt) |agpassfilter sdpper igenom alla harmoniska signaler upp till en viss frekvens B ogra-
verade och ingen av de harmoniska signalernamed hogre frekvens. Man vill konstruera ett 1agpassil -
ter A att andelen forlorad energi vid filtrering av signalen i a-uppgiften blir mindre an 1%. Hur skall
brytfrekvensen B davajas? Variabelnt métsi ms.

Anvand till att bérjamed Parsevalsreation till att verifiera, att om man vdjer B [kHZ] i intervallet M +
1/2<B<M + 3/2 (M hdtd 3 0), sakommer andelen forlorad energi att vara

oy
* m=o (@14

(Skisseraforst grafen!)

(Skisseraforst grafen!)

1
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6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

| ett tabellverk hittar man angaende 2p-periodiska fourierserier att

a,

b.

_ +in o, _pd .
omc, = (=" Lep2 & X(t)_sinhp’da_p <t<p.

Bestdm de exakta vardena av seriesumman dat = 0, = 4 respektive = p.

¥
Bestam med hjdlp av resultatet i a-uppgiften det exaktavardet av summan &
n=—¥

1+n2’

o

Lat X(t) = sin 2t + 3 cos 4t

a. Veifieraatt funktionen & 2p-periodisk och utveckladen i reell respektive komplex
2p-periodisk fourierserie.

b. Verifieraatt funktionen ocksa & p-periodisk och utveckladen i reell respektive komplex
p-perioisk fourierserie.

L& x(t) = td(t—3) + (sin pt) d(t— 1/6).

a. Bestam fouriertransformen till x(t).

b. Lat y(t) vara den 4-periodiska fortsittningen av funktionen x(t). Bestamy:s komplexa
fourierseriekoefficienter.

Den 3-periodiska generaliserade funktionen x(t) har de komplexa fourierseriekoefficienterna
Ch=1-(-1)". Bestamx(t).

a. Bestamc, sa att

¥ .
a et =¢ jintervalet p <t<p.
n=—¥

b. Bestama, och by, saatt
ao
>+

n

y
& (apcosnt+ b,sinnt) =€ iintervalet —p <t<p
=1

a. Ber&kna fouriertransformen till
0= T1-1t2,da |t]<1,
O=1o,  da1<t
b. Bestdm de komplexa och de redlla fourierseriekoefficienternatill y(t), den 2p-periodiska fortsatt-
ningen av x(t).
c. Bestdm de komplexa och de reella fourierseriekoefficienternatill z(t), den 2-periodiska fortsatt-
ningen av x(t).
d. Skisseragrafernafor y(t) och for z(t).
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6.11  Latx(t), y(t), z(t) och w(t) vara 2p-periodiska funktioner. Deras grafer framgar av foljande figurer:

Ax(t) Ay(t) -

: A ) : A
] Vi ,
: dit+ p) dt—p)
=t : -g----- 11 ------ a -
! t
: t -+ Pt

a. Vilkasamband finns mellan X (t), y(t) och v(t), mellany' () och z(t) och mellan Z'(t) och w(t)?

b. Vilkasamband finns mellan de komplexa fourierseriekoefficienternaa,, bn, ¢, ochd,,nt O,
for respektive funktioner?

c. Anvand resultatet i b. for att skriva upp FS-koefficienternatill x(t).

o &0 .
= ~=. |
6.12 Lat X(t) = rect gpé; cosat (Rital)

a. Veifieraatt X (t) + a2x(t) = (asinap) - (d(t—p) +d(t + p)).

b. Bestdm koefficienternai den komplexa fourierserieutvecklingen av den 2p-periodiska
fortsittningen av x(t) for defall daa inte & négot heltal.

c. Vilkaar koefficienternada a &r ett heltal?
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7. Fouriertransformen

7.1. Informella harledningar av syntes- och analysekvationerna for fouriertransformen

7.1.1. Approximation av ” godtycklig” funktion med periodiska funktioner

Fourierseriers summa dr alltid en periodisk funktion, och i stort sett varje periodisk funktion kan skrivas som
(= representeras av) en fourierseriesumma. Det ligger nératill hands att soka efter liknande representationer
for godtyckligaicke-periodiska funktioner genom att uppfatta dem som gransfunktioner for foljder av
periodiska funktioner med succesivt vaxande periodléngd. Figurerna nedan illustrerar den idén:

AN I

...... —3|_/2 —L/2 3|_/2......
X(t) octh(t)
t
| —-a I a | -
...... —L/2 L2.....
x(t) = lim x (t)
L® ¥
t
=

—a I a

Funktionen x(t) & = 0 utanfor intervallet —a <t <a, men for ovrigt godtycklig. For x (t), den L-periodiska

fortsittningen av x(t), gdler daatt
lim x (t) = x(t).
L® ¥

Fourierkoefficienternatill fourierserieutvecklingen av x (t) gesav

L/2 ¥
19 2pint/L gt = & =18 2pit niL
=L 8 X(t) e2PInt/L dt = éom L >2al1= L8 X(t) e=4pit WL gt
-1/2 ¥
och enligt syntesekvationen har man att
& ¥ o]
¥ 10 - . -
x(®= 4 L Q X(t) e2pit L gt .eZpltn/Li
Ney 0 :
¥ %]
¥
Q H H O £ .
Omvi i uttrycket 9 x(t) e2pit WL dt . e2pitn/L gitter 2on/L = w, sAforenklas det till
¥
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X(t) edwt dt - dwt =G(w).

k ocoo. k

o ¥ 1 .82pno
Man far da att )= &4 G =

anfar da 0= 4 1CgL 5
Den summasom vi har har ar nara dakt med Riemannsummorna som anvands vid definitionen av enkdinte-
gral:

(7.1)

G(w)) A ?(an/L)
1
FTN
L~ : <
_‘E__/|7|7 2pi | 2p | 2on | 20 | 2pn 2Ip/L 2piL | 2pn M

)
2pn/L

En heuristisk tolkning av gransbvergangen L ® ¥ & att varje term i summan (7.1) sd ndr som pa en faktor

21p Svarar mot "arean” av en "rektangel” med "sidorna’ %’ och G a@En% Den rektangel arean approxi-

merar arean av motsvarande omréde mellan G:s graf och w-axeln.
Med ckande L blir rektanglarna smalare och smalare och approximationerna successivt béttreoch dal ® ¥

¥
kommer summan att ® le § G(w) dw.
Y
¥
Sétter man X(w) = § X(t) e"wt dt, (Analysekvationen) (7.2)
-y
sadar G(w) = X(w) - éWt och man fér
¥
X(t) = le § X(w)eéwt dw, | (Syntesskvationen)  (7.3)
-y

Och vi fér det i inledningen namnda formelparet (1.7) och (1,8) for fouriertransformen

Syntesekvationen (7.3) kan alltsa sigas uttrycka en "godtycklig” funktion som en linjar kombination (E:
varaen oandlig sadan) av harmoniska svangningar éWt, Sett pa det séttet anger analysekvationen (7.2) den
"vikt”, X(w), som vinkefrekvensen w har i dennalinjdra kombination.

Anmarkning: (Ett mellanspel om variabelval och beteckningar)
Analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen blir litet " snyggare” om man anvander sig av variabeln

f:zﬂp i stallet for w, man f&r d&
¥

Q .
X(2p) =9 X(t)-e2Pift gt (7.2)

—¥

och, med tanke pa att dw = 2p df:
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x(t) =Q X(2pf)-€2Pift ¢, (7.3)

—¥
Kursboken i Ljud- och vibrationslara, i uppslagsverket b och &ven ZC anvander w -variabeln31, men f-variabeln
forekommer inte sdsallan i annan litteratur. Beteckningarna for de olika transformerna &r trakigt nog inte standardi-
serade. Har har vi liksom tabellverket b valt att motsvarande stora bokstav fér beteckna fouriertransformen till den
"tidsberoende” funktionen, som altid betecknas med en liten bokstav (X(w) & transform av x(t)). | kursboken for
Ljud&vib anvénds fetskriven bokstav for transformen (F (W) &r transformen av F(t)).

QOO «

Andra varianter for beteckning av fouriertransformen som ocksa férekommer i litteraturen &r
F(x) eler FT(x)
X (w) dler % (f).

| dessavarianter framhévs via” operatorerna’ F, FT respektive” att fouriertransformen "forvandlar” funktioner

("signaler”) till andra funktioner (" signalens spektrum”). Vill man ytterligare poéngtera den egenskapen kan man skriva
t.ex

x(t) 3/?5/?:/@ X(f)

for analysekvationen och

-1
X() 325%4@ X(t)

for syntesekvationen.

Samma synsétt och liknande beteckningar har man ibland for fourierserierna. Analysekvationen
vL

Q .
= 8 x® e2Pint/L dt n=0,+1, £2, ...

-1/L
"forvandlar” signalen x(t) till en talféljd g, n=0, £1, +2, ... . Om den operationen betecknas FS kan man skriva
X(t) ?/42;453/4(@ (0N
¥ .
och for syntesekvationen xt)= & ¢,e2pPint,

n=—¥%

-1
¢ YRU® ().

Man kan resonerasig fram till formelparet (7.2) och (7.3) pa mangahanda vis. Ett meradirekt forfarande
som inte gar omvéagen Over fourierseriernaskissasi nasta avsnitt. Den innehdler ocksa en omskrivning av d-
funktionen som &r intressant i sig.

31 Meni ZC definieras fouriertransformen beklagligtvis som X(a) =Q x(t )-e‘fi@1t dt, med +tecken i integrandens exponent

QOO «

-y
(sid 5361 6:e upplagan). Detta gor att Xziji.cuienW) = Xvgr variant(—W)!
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7.1.2 Harledning med hjalp av d-funktionen

« d-funktionen som summa av harmoniska vagor

M
En kontinuerlig motsvarighet till summan & €WK gesav integralen
k=-M
M

Q .
dom = 8 ewt dt,
-M
dar man sa att siga summerar harmoniska svangningar for allafrekvenser i ett visst intervall.

M
FOor summan & €Wn harleddesi avsnitt 5.2.2 att man efter gransbvergang M ® ¥ far likheten:
n=-M

¥ ¥
a ewn =2p- 3 dw-2pn), (7.4)
n=—¥ n=—¥

(som &r en likhet mellan generaliserade funktioner).

Litet snyggare blir den formeln om man véljer "varvfrekvensen” f = w/2p som variabel. Man far d&32

¥ ) ¥
& epin = 3 d(f—n), (7.4)
n=—¥ n=—¥

Vi skal se att man har en motsvarande relation for integralfallet,

¥
g et dt=2p-dw) (7.5)
-¥
och med varvfrekvensen som variabd
¥
§ e2Pift dt = d(f). (7.5)
-¥

Integralen dyp kan ber&knas med standardmetoder:

Forw! Oar
g _géwtg'\/l _ éWM _giwM _ &db_gib bu_sinMw
M ZEiwl, T iw & 2 TENhUE w2

och for w = 0 far man den konstantaintegranden 1, varfor vardet blir integrationsintervallets langd 2M. Sétter

vi dennatill P33 sAfar vi

dp(W)zsmTTZN/Z,déwl 0och=P, daw=0.

32 Obs sambandet d(w/a) = ad(w) om a> 0 (sambandet (4.6).)
33 Observeraanaogin med summafallet, dar P betecknade antalet termer i summan.
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Man kan fa visst grepp om hur denna funktion beror av sinatvavariabler P och w genom att gora foljande
observationer:

e Uttryckti varvfrekvensen f = w/2p och for P = 1, f& vi funktionen S'gff (d&ft 0) och 1 (daf = 0).

Den har sinanollstélleni heltalspunkterna® 0 och véxlar teckeni aladessaoch® 0daf® ¥.
Funktionen har fatt ett sarskilt namn —sinus cardinalis, forkortat sinc:

ngf ‘daft Ooch=1,d&f=0. (7.6)

Dess graf representerar ett slags ddmpad svangning:

sincf=

sincf

«  For alméannare P f& man, eftersom dp (W) = dp(2pf) = smpl?pf =P gggf ' =Psinc P1, att dess

graf erhdlls ur grafen for sinc f genom en " areabevarande” deformation av den typ som beskrevsi
avsnitt 2.8 —en hoptryckning i skalan P i horisontell led och entgjning i skalan P i vertikal led. Har
kommer en skiss av grafen, dar bada frekvensskalorna f och w & markerade.

dp
P
|

—

Lo |
SN T Y '|I|I| I| I 7 AT L TR T T
6 5 4 3 2 -1 "1 2 3 4 5 6
-12p -10p 8p 6p 4p —2p ' . 2p 4 6p 8 1p 12p

=

Grafen har for storaP en markant topp i origo och svanger med dampning. Dess nollstéllen ligger i
punkternaf = £1/P, +2/P, £3/P, ... (resp.w = +2p/P, £4p/P, +6p/P, ... ), d.v.s. dlt tdtare med
vaxande P.

. Den " areabevarande” skalningen innebar att

¥ ¥ ¥
§ dp(w) dw = 2p§ de(2p) dff = 2p§ sincf df.
¥ ¥ ¥

Vérdet av dessaintegraler & altsa oberoende av P, d.v.s. en konstant.
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Med metoder som gér en bra bit utéver de integrationsforfaranden som beskrivsi grundkurserna kan man
b

visaatt integralen i det ledet langst till hoger = 1. (34 Vidare géller att § de(W)dw® 0, daP® ¥ foradla

a

interval a £ a £ b som inteinnehdller talet O.

Man kan darfor séga att dp(w) for stora P tycks approximera d-pulsen 2p d(w). Man kan strikt visa att det
faktiskt & sA Man har det exakta sambandet:

z

Wt dt = 2p d(w) (7.5)

QOO «

¥

éler, medw = 2pf och med tanke paatt 2p-d(2pf) = d(f),

e2pift dt = d(f). (7.5)

QOO K

-y

* Alternativ harledning av analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen

Vi vet enligt (1.25) att exponentialfunktionerna eWt ar egenfunktioner till LTI-systemen, om vi doper
pulssvaret till x(t),

awt _.} X —p> X(W)-eth,

¥
dar X(w) = g X(t) e7W t dt. Integreras detta med avseende paw, s f& man
¥

¥ ¥
204() :§ &Vt cw —pp X _ § X(w)-6Wt dw,
¥ ¥

Men eftersom insignalen har & en uppskalad d-puls, sa & utsignalen ett pd motsvarande sétt uppskal at
pulssvar:

2pd(t) —p X - 2p X(1).

34 De primitiva funktionerna till sinc-funktionen kan tyvarr inte uttryckas med hjalp av de elementéra funktionerna, s&
t

Q
integrationssambandet 8 X'(t) d = x(t) — x(a) & dessvarre intetill ndgon nytta har!

a
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¥
| badafallen & det fragaom sammautsignal, varfor 2p x(t) = § X(w)-éWt dw och slutsatsen blir:

—¥

X(t) Wt dit, sAméstex() = 5

o X(w)-eWt dw.

QOO «

Om X(w) =

K DO~ K

¥

7.2. Mer om faltning och fouriertransform
Med faltningen, x+ y, av tva funktioner x(t) och y(t) menas alltsa funktionen
¥

(o) = § XO)yt-t) ct.
IV

Man betraktar garna faltning som ett slags multiplikationsliknande raknesétt. Vi raknar upp nagra av de
viktigaste egenskaperna hos faltningen. Man kanner igen manga som analoga med den ”vanliga’ multipli-
kationen,

. Faltning ar ett kommutativt réknesatt.
Genom att i integralen substituerat—t mott (genomfor detta) och sedan byta plats pa faktorernai

integranden far man
77
. d-funktionen spelar rollen av en enhet —om man " multiplicerar”, d.v.s faltar, med den sa” hander
ingenting”:
¥
(e d)(t) = § X(t)-d(t—t) dt =x(t), eler
—¥
| xxd=dxx=x | (7.9)

. Faltning &r linjar i varje” faktor” , den sa kallade distributiva lagen galler:
For godtyckligax(t), ya(t) och y»(t) samt konstanter a; och a, géller

X (any1 + agy2) = ay(xry1) + ap(X+yy). | (7.9)

Bada leden kan namligen skrivas
¥

Q
9 X(t) (aays(t—t) + apyp(t -1t ))dt.
¥
Detta kan utan vidare utstréckas till summor med ett godtyckligt &ndligt antal termer:

N N
X* & anYn = & an (X*Yn). (7.9)
=0

n=0 n
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och, med lampliga krav pa konvergensforloppet3S, sa géler motsvarande ocksa for oandliga serier

¥ ¥
X * é 8nYn = & an (% Yn). (7.97)
=—¥ n=-¥
Om funktioneny forutom av t beror av en ytterligare parameter, nedan kallad f, sagdler i sammaanda
att
¥ ¥
Q Q
XO* 9 yt,fdf= 9 x(Oxy(t,f)df. (7.97)
-¥ -¥

Bada leden kan namligen skrivas som dubbelintegralen
QQ
88 X(t) y(t—t ,f) dt df.
R2

. Sammansattning av LTI-system och faltningar
Om tva L Tl-system sétts efter varandra (seriekopplas), sd kommer det sammansatta systemet ocksa att
varaav L TI-typ. Man kan fraga sig vilket det ssammansatta systemets pulssvar da kommer att vara
uttryckt i delsystemens pulssvar. Vi reder ut detta:

L& delsystemens pulssvar varax(t) och y(t) och det ssmmansattas vara v(t). Skickain signalen d(t) i
det sammansatta systemet. Utsignal fran detta & da v(t). Foljande diagram visar vad som hander " pa
vagen” i delsystemen:

\Y

d(t) —r— X — X(t) y B V(1) « X(t)

Sammanséttningens pulssvar maste alltsa vara faltningen av del systemens pul ssvar

v(t) = y(t) = X(t) = X(t) = y(t)

. Faltning &r ett associativt raknesatt

Sétter man tre LT1-system med pulssvar x, y och z efter varandra, sd spelar det ingen roll i vilken
ordning uppbyggnaden sker: Systemen

35 Preciserasinte har. For allasignalteoretiskt "rimliga” situationer & sdana krav uppfyllda.
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&r identiska. Enligt foregéende punkt sa har man darfor
| (e y)*Z= xx (y* 2). | (7.10)

Ovningar: 7.1 -7.4, sid. 77.

7.3. Transformens egenskaper
De almanna egenskaperna hos den tidskontinuerliga transformen & av samma slag som for fourierserierna
(FS). Exempelvis & fouriertransformen ocksalinjar:

ax(t) + by(t) 374%%@ ax(w) + by(w) (a och b konstanter)

Behover man transformera (eller &tertransformera) en linjar kombination av termer saracker det alltsd att
man transformerar varje term for sig varefter man linjarkombinerar resultaten.

Fouriertransformens viktigaste egenskaper finns listade exempelvisi b. Harledningarna & i de flestafall rétt-
framma. Exempelvisinses att

omx(t) & en oY funktion, s & ocksa X(w) en Lo Y funktion
Tuddab ! Tuddab !

genom att enligt (7.2)

¥ ¥
Q . 4 ,
X(-w)= g x(t) eIwt (=f) dt = éBytt mot-tu= 9 X(-t) eIWt dt = éom x jamni=
-y -y
¥
Q ; .
=9 X(t) etWt dt = X(w), dvsXar jamn.
¥
(a) Dualitet

Sambanden (7.2) och (7.3) & anmérkningsvéart symmetriskatill sin konstruktion, man séger att de & duala:
Sarskilt tydligt blir dettaom vi anvander varvfrekvensen f som variabel. Analyssambandet (7.3") tillampat pa
funktionen X(2pt) — altsa fouriertransformen av x med f-variabeln bytt mot t — ger att dess fouriertransform
e
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X(2pt) e-2pift gt

k ocoo. k

Om man istédllet byter w-variabeln mot t sa har man forstas en liknande relation, men faktorn 2p dyker da

upp pa annat sétt. Analyssambandet (7.3) ger:

¥ ¥
Q . Q
0 X(t) eiwtdt = Q
0 (6]
—¥ —¥

k ocoo. x

X(2pt) e2riNt dt = x(—f),

X(t) dEwt dt = 2p x(—w)

Det & naturligt att upprétta tabeller dver funktioner och derastransformer. Set.ex.i b
Dualitetsegenskapen ovan kan i sadanatabell skrivas:

Funktion Transform, w-var. | Transform, f-var.
Om X(t) Z(w) z(f)
sagaler Z(t) 2p X(—w) 2pX(—2pf)
(1) X(—w/(2p)) X(-f)
Exempel 7.1:

a. Man vill bestémma fouriertransformen till funktionen x(t) = L. Direkt berékning via analysekvationen

e—|W
ter sig svar eftersom integranden——— 12

integrallGsning gar inte att anvanda.

| en tabell 6ver fouriertransformer (w-varianten) hittar man dock att

galtl
Dualitetsprincipen ger da (valj a=1 och Iat

i
1+t2
b. | entabell av f-typ hade man istéllet hittat att
ealtl
Dualitetsprincipen ger da att
2a
a2+4p2t2
Specielltoma = 2p:
2a
a2+4p2t2
1.1
P 1+t2
d.v.s. den sikta transformen & p-e2plfl.

50

a22

spelarollen av Z(w)) att

s/%®

saknar elementar primitiv funktion, sa rutinmetoderna for

(oma>0).

5 2p-e”IWi=pe-Wl
3/75/7:/4® ——— 5.5 (oma>0).
2+4p2f2
wIho  eaHl=call
%%2@ galfl,
w5 —
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(b) d-pulser « Konstanter

w

Om x(t) = d(t) sd ar X(w) = § d(t) e?wt dt =0 =1. Dualiteten (obsd & en jamn funktion) ger

¥
omedelbart att om x(t) = 1 sd & X(w) = 2p d(t). Valjer man "varvfrekvensen” f som variabel pa

transformsidan, sa far man den litet snyggare transformen d(f). | tabelIform:

Funktion Transform (w) Transform (f)
1 d(t) 1 1
2. 1 2p d(w) d(f)
(c) Translation « Multiplikation med har monisk svangning
Ett par duala allménna egenskaper &
Funktion Transform (w) Transform (f)
X(f) X(w) X(H)
1. aWot x(t) X(w —Wo)
2. e2piat x(t) X(f —a)
3. X(t—to) eWto X (w) e2Pifto X (f)

Man har namligen for fouriertransformen av €Wot x(t):
¥

¥
o _
Q ewol x(t) et it =

—¥ —¥
vilket & p&stdendet 1 i tabellen. Pastiendet 3 &r det dualatill 1 (och 2).

K ombineras detta med resultatet i (b) far man

Q

9 X(t) elW=wWolt dt = X(w—wp),

Funktion Transform (w) Transform (f)
4. d(t—to) eiwto e-2pifty
5. aWot 2p d(w —wp)
6. 2pifot d(f —fo)
Specidlt sagéller for de trigonometriska funktionerna
Funktion Transform (w) Transform (f)
7. [ d(t+ o) + d(t-to) 2 cos(Wtg) 2 cos(2ptof)

8. cos (Wot)

P (d(w —wp) + d(w + Wo))

9. cos (2pfot)

(d(f —fg) + d(f +fo))/2

och
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Funktion Transform (w) Transform (f)
@Wty — giwty = e2pitof — g2pitof =
10. | dt + to) —d(t—to) 2 sin(wt) 2i sin(2ptof)
11. sin (wot) —pi (d(w —wp) —d(w + wp))
12. sin (2pfot) —i (d(f =fg) —d(f + fg))/2

(d) Skalning med faktor a « Skalning med faktor 1/a.
Tidsrevertering « Frekvensrevertering

En annan sjalvdual egenskap handlar om vad som sker med skalning av variablerna: Om tidsvariabeln t
skalasom till at (a > 0), sa skalas bade transformvarde och frekvensvariabel om med faktorn 1/a. Om

tidsskalan kastas om (tidsrevertering) sa kastas ven frekvensskalan om:

Funktion Transform (w) Transform (f)
X(t) X(w) X(
1, a0 1. a0
L x(af),a> 0 a* &g aX &g
1 _atd
2 | 5xESa0 X(aw) X(af)
3. X(—t) X(=w) X(—f)
Exempelvisgdler for
fouriertransformen av x(at);
¥ ¥
Q - . .19 - 1 (6]
wt = = = == ws /a = = =
Q x(at) et ot =ésubstat =5, =ds/al=; § X(s) WS /ads = 2 x%’d
-¥ ¥

(e) Pulstdg « Pulstég
Funktionernad(t — n) har enligt ovan transformerna e=2P"f, Summerar man dessa, s f& man att

¥
a d(t—n) har transformen
n=—¥

¥
4 d(f—n)
n=—¥

¥ , ¥ )
4 e2pinf = 3 e2pinf
n=-¥ n=-¥

= éEnligt sambandet (5.2) sid 40U =

o

¥
Funktionen & d(t—n) & altsasin egen fouriertransform (f-varianten)! Om istallet w véjs som
n=—¥

¥ ¥
frekvensvariabel sdfar man transformen & d(w/(2p) —n) =2p & d(w—2pn)

n=-¥ n=-¥
Funktion Transform (w) Transform (f)
¥ ¥ ¥
1. & d(t—n) 2p & d(w—2pn) & d(f—n)
n=-=¥ n=—¥ n=—¥

Sampling vid tidpunkternat = nT svarar mot multiplikation med den generaliserade funktionen

¥
& d(t—nT) =

n=—¥

n=—¥

a d(T(t/T—n)) = &d(at) = d(t)/au——
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Transformen for denna funktion & enligt skalningsegenskapen (a = 1/T):

Funktion Transform (w) Transform (f)
¥ ¥ ¥
2. a ditT —n) 2p & d(w—2pn/T) a d(f—n/T)
n=—¥ n=—¥ n=—¥
¥ ¥
¥ 2p 4 d(Tw—2pn) = a d(Tf—n) =
3. & d(t—nT) n=-¥ n=-¥
n=—¥ ¥ ¥
2p/T & d(w—2pn/T) UT & d(f—n/T)
n=—¥ n=-¥

(f) rect « sinc
P2

Q . : . : i
Integralen dp(w) = 9 eWt dt, som beréknades avsnitt 7.1.2, & ocksa en fouriertransform3é, namligen den

—PI2
av enfunktionsom & =11 intervalet P/2 <t <P/2 och = 01.0., d.v.s. av funktionen rect (t/P). Enligt

bergkningarna avsnitt 7.1.2 sa har man:

Funktion Transform (w) | Transform (f)
1 rect(t/P) Psinc (Pw/(2p))| P sinc(Pf)
Specidllt 2. rect(t) sinc(f)
3. | rect(t/(2p)) 2p sinc (W)
Dualt 4. sinc(Pt) | L rect (wi(20P) | & rect(tP)
och 5. | sinc(¥(2p)) 2p rect(w) 2p rect(2pf)
6. sinc(t) rect (w/(2p)) rect (f)

(g) Steg- och signumfunktioner na
Ett intrikatare problem &r att berékna transformerna for stegfunktionen:

och den bed &ktade signumfunktionen:

ut)=1,omt>0samt=0,omt<0

sign(t) ={1,omt>0samt=1omt< 0} =2u(t) — 1.

For kdnnedom meddelas att man kan visa att

36 Obsatt d(W) & en jamn funktion.
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Funktion Transform (w) Transform (f)
1. t 1 1 .1
u(®) ry TP dw) 2pif +5 d(f)
2 ign(t 2 1
Sign(t) iw pif

(h) Multiplikation « Faltning
De komplexa exponentiafunktionerna dr, som vi sett tidigare, egenfunktioner till LTI-systemen

med fouriertransformen for pulssvaret som egenvérde. Eller uttryckt med hjdp av fatning:
X(t) * gwt = X(f) gwt
y(t) « dWt = Y(f) @wt,
Lter vi Z(w) stafor transformen av x(t) * y(t), sdhar vi (for fixt men godtyckligt w och variabelt t):
Z(w) - eWt = (x(t) * y(t)) » dWt = éAssociativa lagen for faltningl =x(t) * (y(t) » dwt)
=X(0) * Y(w) - €Wt =Y(w) - (x(t) * €Wt)

= Y(w) - X(w) . @Wt

Division med faktorn eWt ger resultatet
Z(w) = Y(w) - X(w) = X(W) - Y(w).

Faltning av tvasignaler svarar dltsdmot multiplikation av deras fouriertransformer!

Funktion | Transformw) | Transform (i)
1. (x* y)(1) X(w)-Y(w) X()-Y(f)
2. Dualt X(1)-y(t) le(X* Y)w) (X* Y)(f)

(i) Derivering « Multiplikation med variabel

¥
Deriverar man analysekvationen far man X () = 8é iw X(f) Wt dw
dér man avl&ser att derivatans fouriertransform = iw X(f): ~
Funktion Transform (w) Transform (f)
1 gt X(1) iw X(w) 2 f X(f)
2. Dualt t X(t) i %vx(w) ij %X(f)

For hogre derivator far man motsvarande:
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~ Transform (f)

Av sarskilt intresse ar

Funktion Transform (w)
1. gg X(1) (W) X(w) (20§ F)7X()
dn o g d"
2. Dualt tx(t) in o X(W) ©og gm LT
(J) Funktioner med rationella fouriertransformer
Funktion | Transform (w) | Transform (f)
1. Danhetal 3 0 d™(t) (iw)" (2pi f)n
2.Dda>0 t 1 1
a4 U atiw a+2pif
3.ochnhetas 1| e 1 1
(n—pyr U (@+iwn (a+ 2pifHn
4D8a<0 N 1 1
aa eTu a—iw a—2pif
5.ochnhetas 1| e o 1 1
(n-1)! (a+iw)n (a+ 2pif)n
6. signt 2 1
g iw oi f
7.D&nhetds 1 | "t 2 _2_
o (-1 S9"" (iw)" (201"
8.Dada>0 calt| _2a 2a
a2 + W2 a2 + (2p f)2
9.Dda>0 ealt! sant _ 2w At
>N a2 + w2 a2 + (2pf)2

Andrarationella funktioner kan man atertransformera genom att kombinerainformationen i tabellen med

partialbréksuppdelning, linearitet och forskjutningsegenskapen (c) ovan:

Exempel 7.2

w2

a. Bestamx(t) sa att X(w) = A t3w2 12

Losning: Namnaren har nollstéllenaw?2 = —1 och w2 = —2 och kan darfor faktoruppdel as:

Partialbréksuppdelning ger

WA+ 3w2+ 2= W2+ 1)(W2 + 2).
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w2 2 1
WA+3w2+2 w2+2 w2+l
L&ter vi parametern a i (j8) ovan spelarollen av \/2 respektive 1, s ger tabellinformationen att det forsta bré-
ket & transform av 2- 2\1/_2 V21t och det andraav % eftl.Man far

X(t) = \/1_2 V2l el

1

b. Bestdm X(t) sa att X(W) = m

Losning: Kvadratkomplettering av namnaren ger (w + 2)2 + 1. X(jw) har alltsd formen Y(i(w + 2)) dar

Y(jw) = 11 Man har da
1
W21+ 1 AR%® % ettl
iaforskiutni .S el =x).
och viaforskjutning W +2)2 1 /TZZ® e e- X(t)
s o — 1
C. Bestamx(t)saattX(w)——iWZ_ cv—G

Losning: Pavanligt sitt bestammer man nollstallenatill andragradspolynomet i ndmnaren. De & w = —2i och
= -3i. Namnaren kan darfor skrivasi(w + 2i)(w + 3i). Partialbraksuppdelning ger
1 _ 1 _ 1 1
—5w—6i iw+2)(w+3i) " w+3  w+2

Vi far e e &3t ()
s e 2w
varfor Xw) s I X(t) = (€3t —e2t) u(t) = i eggt e, 22 : Z g’
w4+ 1

d. Bestamx(t) sa att X(w) =

w2+1"
Losning: Namnarens grad & inte lagre an téljarens. Division med rest ger da omskrivningen
wh+1 5 2

w2+l W _1+W2+1'

(Kontrolleral)
Enligt (j1) och (j8) har man

w2 e —d(®)

| e d(t)
2 e el

W2 +

Detta ger att X(t) =—d""(t) — d(t) + eftl.
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Ovningar: 7.5-7.7, sid. 77.

(k) Transform av primitiv funktion
t

t
Den primitivafunktioneny(t):§ X(t) dt kan ses som en faltning: § x(t)dt =9 x(t)ut—t)dt =
¥

k ocoo x

v
X(w)

(x* U)(t), Dess transform &r alltsi X(w)- gﬁv +p d(w)g ="+ pX(0) d(w).

(1) Sampling med sampelavstand T « (1/T)-periodisk fortsattning

Om en signal x(t) samplas vid tidpunkternat = nT,n =0, +1, +2, ..., sdges (se 85.3, sid 41) motsvarande
sampelfunktion av

Xsampel (t) = X(t) - 3 d(t—nT).

n=-—¥
Eftersom enligt (€3) med f som variabd:
a dt-nT) %%%e T & df-nT)
n=—¥ n=—¥

och produkt svarar mot faltning, sa & sampelsignalens transform:

1 ¥ 1 ¥ 1 ¥
Xsampel(f) = X(f) * 3 & d(f-nT)= 3 & X(f)* d(f-nT)=3 & X(Ff-n/T).
n=-¥ n=-¥ n=-—
Man ser hér att om frekvensvariabeln f anvands pa transformsidan:
Funktion Transform (f)
X(1) X(f)
1. Sampling av x(t) med sampelavstand T 1/T-periodisk fortséttning av 1/T - X(f)
2. Dualt L-periodisk fortséttning av x(t) Sampling av /L -X(f) med sampelavstand 1/L
Med vinkelfrekvensen w som variabel far man det mindre symmetriska
Funktion Transform (w)
X(1) X(w)

3. Sampling av x(t) med sampelavstand T 2p/T-periodisk fortsdttning av /T - X(w)
4. Dualt L-periodisk fortséttning av x(t) Sampling av 2p/L-X(w) med sampelavstand 2p/L

Vid sampling &r alltsa transformens véarde for en frekvens f (alt. w) proportionell mot summan av vérdena av
Xi de¥ mangafrekvensernapaavstandet n/T fran f (alt. 20n/T). Dessa olika X-varden kan alltsdiinte
sarskiljas om man bara kanner till Xsampe -

Exempel 7.3: Vilken & den 1-periodiskafortsdttningen av x(t) = sinc t?

¥ ¥ _
Att direkt summera & sinc(t—n)= & w
n=-¥ n=—¥ p( _n)

Om man istéllet noterar att

ter sig som en svar uppgift.
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sinct ¥ Q/jg/:® rect (W/(2p)),

¥ .
sA utsager sambandet (1.4) ovan, att fouriertransformenav & sinc (t—n) & samplingenav 2p r&t%%
n=—¥
med sampelavstandet 2p. Men
o0 rect@V0- | 2p, om|t|<p,
PI&ps~ 1 0, omit|>p,

varfor sampelvardet for w =0, & = 2p, medan dladladvrigaédr = 0.

2p rect (w/(2p))
w
s o | L o .
—4p -2p -p P 2p 4p
2p d(w)
Vi har dltsa
y
% sinc (t—n) %5 %o 2pdw).
n=—¥
1
eftersom 2p d(w) 3/?; 1%® 1
y
sAmedfor detta att & sinc (t—n) =1 (konstant!) n
n=—¥

7.4. Fourierserierna som specialfall av fouriertransformen

Fouriertransformen handhar i princip allatyper av signaler. Fourierserierna daremot handlar baraom
periodiska signaler. Man kan da misstanka att fourierserieteorin &r ett speciellt fall fouriertransformteorin.
Att s faktiskt &r fallet kan man inse s har:

Varje L-periodisk funktion x(t) & den L-periodiskafortséttningen av funktionen:
i X(t), om|t|<L/2,
X(t) = : 0, om]t|>L/2.
Enligt 4:e punkteni tabelleni (I) ovan kommer fouriertransformen X(w) att vara samplingen av

% Xo(w) i punkternaw = @ ,n=0,%1,+2, ...,dvs

_ 5 2
X(w)= & TXO(an/L)d(W—an/L).

n=—¥
Sanar som paen gemensam faktor 2p, sa & den n:te koefficienten i detta pul stag,
L/2
1 a2pnd_1 Q ,
-L/2

tydligen identisk med den n:te fourierseriekoefficienten for x(t)
Syntesekvationen (7.3) for fouriertransformen ger sedan
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¥ 5 o4 0

19 ¥ . ¥ Q : s
X)=5-92p & cyd(w—2pn/L) éWtdw = § ¢y xQ d(w—2pn/L) éWldw: =

2p 0 n=-—¥ n=-¥ 0 -

_y 7]

¥ :
= 4 ¢ eZpitn/L '
n=-¥

vilket & syntesekvationen for fourierserier.

7.5. Parsevalsrelation for fouriertranfor mer

For signaler x(t) dér

QOO «

IX(®)1I2 = IX(t)I2 dt

—¥

ar konvergent — d.v.s. de som har en (&ndlig) total energ|37 —kan man ocksa visaen " Parsevalsk” relation.
Specidlt enkel & den om frekvensvariabeln f véljs pa transformsidan:

2 n

"Vektorns langd” i kvadrat =" Summan” (l&s integralen) av beloppskvadraterna pa ” koordinaterna’ X(f),

¥ ¥
g IxOI2at=[xI2= § IXDI2cf (7.14)
—¥ —¥
For w-variabeln far man istéllet
¥ ¥
Q 19 ,
2 = = 2
g IXMIZdt =55 8 IXW)|2 dw (7.14')
—¥ —¥

Exempel 7.4
For funktionen x(t) = rect(t) & normkvadraten (totalenergin)
¥ 1/2
Q Q
Ix®I2= 2 Ix(®)|2dt=" g 12dt=1,

¥ ~1/2
och vi vet (se §7.3(f)) att X(f) = sinc f. Parsevas relation utsager da att

¥ ¥
Q . Q sin?pf
= 2: 2 =
1= X0 8smcfdf 8 0262 df.
—¥ —y
Efter litet hyfsning (sétt pf = t) kan detta skrivas:
¥
2
g Sty -
0 t2
—¥

37 Allafunktionerna som vi betraktar i den matematiska modellen for signalteorin & inte av det slaget. Exempelvis & den
totala energin hos konstanterna® 0 och hosd-pulsernainte andlig och inte heller hos periodiska funktioner i alménhet.
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Ovningar: 7.8-7.17, sid. 78 - 79.
7.6. Litet om approximation av fouriertransformer, en orientering

| enideal varld skulle fouriertransformen av en signa x(t) som man vill studera kunnaberéknas enligt sin
definition:

¥
o] .
8 X(t) ewWt dt.

¥

| redliteten & x(t) nastan aldrig helt kénd — dels kan man kanske inte iaktta signalen under helasin varaktig-
het, dels detekteras signalen inte i kontinuerlig tid utan bara vid vissa sampeltidpunkter. Man behover darfor

rent allméant géraen analys hur dessa tva inskrankningar (trunkering respektive sampling) paverkar
majligheterna att skaffa fram goda approximationer till X(w). Fragestallningen & inte alldeles enkel, sd den

analysen blir har i stor utstrackning informell.

X(w) =

|. Trunkering

Med hjalp av rect-funktioner kan vi koncist beskrivatrunkeringar. Om signalen x(t) "klipps av” genom att
den baraiakttasi intervallet —-P/2 < t < P/2, sa kan den trunkerade signalen Xp(t) skrivas

Xp(t) = X(t) rect (t/P).
I1. Sampling

Samplasensignal X(t) vidtidernat=nT,n=0,
+ 1, + 2, ... sakan motsvarande mpelvarden
sammanfattasi et pulstég

*s(t) = ; X(nT)d(t—nT) = x(t)-é1 3 d(t— nT)_,
n=—¥ =—¥

som i figuren ovan. L&gg mérketill att Xg(t) & produkten av x(t) med en speciell funktion som & oberoende
av X(t) — enhetspul stéget

¥
a d(t—nT).
n=—¥
A o
P Samtidigt kan funktionen Xr(t) = T-Xs(t) for
K smaT uppfattas som en slags approximation
‘ o [ O] e till x(t). Man har namligen for godtyckligainte-
) s il I e grationsintervall (se figuren):

Tt dt=& T8 X(nT) dt—nT) dk= & Tx(T) » Riemannsurmmail » § x(1) k.

QOO

Detta kan tolkas som att medelimpulsena for de bada signalernax(t) och %r(t) dverensstammer val Gver
godtyckligaintervall (om T &r tillrackligt litet).
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[11. Trunkering och sampling

| merarealistiskamodeller for uppmétning av signaler bade samplar och trunkerar man. Om signalen samp-
lasvid de 2M + 1 tidpunkternat=nT,n=0, +1, +2 ,..., +M, sdkan métningarna beskrivas av pul staget

M
Xrp®=x(t) - T+ & dt—nT),
n=-M
dar P far stafor trunkeringsintervallets 1angd,

P=NT, da N=2M + 1 & antalet sampel.

Nér det gdler den formelméssiga beskrivningen har vi sammanfattningsvis.

Exakta signalen
X(t)
> ¢
|. Trunkerad signal I1. Samplad signal
e(t) KT
X(t)
_|;'>/2¢ |P )ﬁ'vz > . BT 2T-T! T 2T 3T .. !
. ' ¥
X(t) » Xp(t) = X(t) - rect(t/P) X(t) » %) =x() - T- & d(t—nT)
n=—¥
n=0, 1, +2, ... (Oandlig summa)

[11. Trunkerad och samplad signal

X(t) » %7 p(t) =x(t) - T - g dt—nT) =
=—M

n_

M
T Tl T MT o ! =T.- & X(nT) d(t—nT),
-  p — > n=-M . .
P=NT,N=2M+1 n=0,+1,+2 ..., M. (Andlig summa)

Fouriertransformerna for Xp(t), %r(t) och Xt p(t) kan missténkas approximera fouriertransformen for x(t) — i
varjefall om P &r "tillrackligt stort” och T ar "tillréckligt litet”. Sambanden ovan kan anvandas for att
narmare analysera hur parametrarna T och P paverkar det hela

For detta ar det nyttigt att hdllafoljande faktai minnet.38
0y %YYe  xm« v,
0+ vy wWE%e X -Y,

dt-a) wi%e e

38 Vi foredrar har att anvanda varvfrekvensen f i stallet for vinkelfrevensen w, f = w/(2p).
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¥ ¥
T Adt—rn %V%e 2 di-nm,
n=—¥ n=—¥

et @P) %Y%® P sinc (P,

Fall I. Fel fran trunkering

Manhar () = X(t) - rect(UP) AR Xe(f) = X(f) * P sinc (Pf)
¥
= § X(f—j)Psnchj dj.

¥
En heuristisk tolkning av uttrycket for transformen kan se ut s har: Nyssnamnda faltning kan ses som att
man ersatter X(f) med ett glidande medelvarde dér funktionen P sinc P(j ) anger vilken "vikt” man ger det
funktionsvérde i punkten som ligger j enheter ifran f.(3° Eftersom P sinc P(j ) for stora P vasentligenéar® 0

barai nérhetenavj =0, sakommer man da att bilda ett slags mycket "lokala’ medelvarden — grafen for
5(p(f) blir en ”blurrad” variant av grafen for X(f).

Pa grund denna medel vardesbildning kan felen forvantas bli storre i punkter dar X(f) varierar kraftigt an i
punkter déar X(f) &r relativt konstant.

Eftersom 1/P & ett méatt pa bredden hos huvudloben hos viktsfunktio- P
nen — dess nollstéllen nérmast origo & +1/P — kan man via den para-
metern fa en uppfattning om hur nara tva frekvenstoppar kan faligga
for att de efter medelvardesforfarandet fortfarande skall ga att ”kanna
igen”. Storheten 1/P tas som ett ingenjorsmassigt métt pa frekvens

=l i i il

. P sinc Pf
uppl dsningen.
Om man exempelvis vill méta upp frekvensen hos en ton med en 6ns— oot e A
kad noggrannhet pa 0,01 Hz sa bor métningens varaktighetatminstone ;
varabortat 1/0,01 = 100 sekunder. Nollstallen: £ LP, +2/P, +3/P, ...

Fall II. Fel fran sampling

. . A ¥ ff - ¥
Hér har vi Xt =x®) -T- &dt—nT) %%%® X(f)=X{F=* & df-nT)=
n=—¥ n=-¥

¥
= & X(f—n/T).
A n=—¥
Detta betyder att X1(f) exakt & den 1/T-periodiska fortsattningen till X(f).

¥
Q

39 Obsatt vi vet att 8 PsincPj d =Q sincj d =1
¥

k ocoo
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For bandbegransade signaler (sadana dér X(f) = 0 utanfor ndgot andligt frekvensintervall |f| < B) kan man

¥
for tillrackligt storavarden pA T (3 2~ B) exakt rekonstruera X(f) ur summan & X(f —n/T). Man har ju
¥

n=—

att X(f) = X¢(f) for f inom bandet och = 0 utanfor.

For signaler som inte & bandbegransade, men dar spektret avtar "snabbt” mot 0 daf ® +¥, sd har man
istallet att Xf) » Xq(f), for "méttliga’ f.

De felaktigheter man far d, héror fran termerna X(f — n/T), n 1 0, i summan. Man kan alltsa for ett visst f-
varde utifran enbart X(f) inte skilja pd X(f):s varden i de olikafrekvensernaf —n/T,n = +1, +2, ... .

Detta & den sk. aliaseffekten. Denna blir — dterigen forutsatt att X(f) avklingar ”snabbt” mot 0 — mindre
uttalad ju mindre sampel avstandet &.

Sampelintervalet T kan enligt detta valjas genom att man forst bestdmmer en ” bandgrans’ B ovanfor vilken
signalens frekvenser kan férsummas,40 sedan tar T < 1/(2B).

Anméarkning: Berakningsformlerna fér hur man bestammer X(f) ur sampelvérdena x[n] = x(nT), n = 0, 1, +2,...
blir litet enklare om man véljer sampelavstandet T som tidsenhet. Man far da analysekvationen
¥

X1(f) = & x[n] e2pin,
n=—y
vilket &r en 1-periodisk funktion, och motsvarande syntesekvation

1{2
0 . .

X[ = 8 Xu(f) Pinff n=0, +1, +2,...
-1/2

Tillordningen, som tiill talféljden x[n] ordnar funktionen X1(f), & den s& kallade tidsdiskretdouriertransformen
(TDFT:n). Den & dua till fourierserietransformen (som ju till periodiska funktioner ordnar talfoljder — fourier-
koefficienternal). TDFT:n med tillhérande tabellinformation &r ett bra hjalpmedel bl.a. for fér att analysera samp-

lade signaler. u

Fall I11. Fel fran trunkering och sampling
Den approximation till x(t) man i dettafall arbetar med &

M
X(t) » Xrp) = X(t) - T+ & d(t—nT),d&r P=(2M + 1)T=NT. (41
n=-M

Man astadkommer det uttrycket genom att man forst multiplicerar x(t) med rectp(t) (d.v.s. barabetraktar

¥
signaeni tidsintervallet -P/2 £ t £ P/2) och sedan multiplicerar med T - § d(t—nT), (d.v.s. samplar med
n=—¥
sampelintervallet T) eller vice versa. Faltningssatsen ger da att

¥
Q Q
40 Exempelvis kan man tillse att energiandelen, 8 X (F)[2cF /8 IX()[2cF, som ligger utanfér bandet héller sig under
>

[fl > B —¥

nagon godtagbar grans.
41 Noteraatt N altid & ett udda heltal i detta sammanhang.
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¥
Soo) %TH® X+ PsncPf+ & dif—nT)
n=-—¥

S(T,p(f) astadkoms alltsa utifrén X(f) genom en medel vardesbildning (faltningen med P sinc Pf) &tfoljd av en

¥

1/T-periodisk fortséttning (faltningen med & d(f —n/T)) eller vice versa
n=—¥

Vi har vidare att

. A T o S “! |
XTp() = T+ & x(nT)d(t—nT) %%%® Xrpf)=T- & x(nT) e=2pinTf,
n=-M n=-M

Som approximation till fouriertransformen X(f) far vi altsa férsta hand detta summauttryck for S(T’p(f).

Storheterna P (trunkeringsintervallet) och T (sampelavstandet) véjer man [ampligen enligt principerna
beskrivnai de badafallen ovan.

Med tanke pa att uppldsningen & av storleksordningen 1/P &r det rimligt att berdkna summan bara for
frekvenser i sampel punkter pd avstandet 1/P frén varandra, t.ex. f = k/P, k heltal. Och eftersom aiaseffekten
kan gorasig gallande for frekvenser |f| > 1/(2T) = N/(2P), sa bor k véljas sa att

kP < N/(2P) = (2M + 1)/(2P), dvs. |k| < M.

Man har alltsd att berékna de N summorna

~ M .
Xrp(KP) =T & x(nT) e2PinkIN, k=0, £1, ..., +M (42
n=-M

vilkasedan tjanar som approximationer till X(k/P). Denna procedur transformerar tydligen talfoljden
X(nT),n=0, £1, ..., M till talfoljden X1 p(k/P), k=0, £1, ..., £M.
Proceduren, bortsett fran faktorn T:

M .
XK = & x(nT) e2PinkIN k=0, +1, ..., #M, N = antalet termer i summorna,
n=-M
gar under namnet den diskreta fouriertransformen (DFT:n).

DFT:n stora betydelse ligger i, att den kan berdknas med ett &ndligt antal rékneoperationer. Det & denna
transform som i praktiken beréknas nér man bearbetar samplade och trunkerade signaler i maskinellt i da-

torer. De andra b&da fouriertransformerna (FT, FS) kréver att man berékningar oandliga serier eller integra-
ler. Dessutom forutsétter de att man kénner signalen under kontinuerlig tid, vilket man i regliteten aldrig gor.

| redistiskafall & talet N mycket stort — 100 000 eller mera & inget ovanligt — varfor raknearbetet anda kan
bli betydande. En viktig innovation gjordes for inte si lange sedan (Cooley och Tukey, 1965). Man konstru-
erade en berékningsalgoritm fér DFT:n — Fast-Fourier-Transform — som goér det mgjligt att nedbringa anta-
let nbdvandiga rékneoperationer avsevart:

Anvéander man transformationssambandet i DFT:n rétt upp och ner, sa behéver man gora N st multiplikatio-
ner for varje koefficient, d.v.s. sammantaget N2 multiplikationer. Cooley och Tukey utnyttjade en omskriv-
ning av transformationssambanden, som for det fall att N = N;- N,, gor det mgjligt att komma undan med
N-(N; + N,) multiplikationer. Bast fungerar algoritmen om N & en 2-potens. Antalet multiplikationer blir da

42 Obsatt Tk/P = k/N.
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(hogst) 2N log,N. For N = 1024 = 210 exempelvis, kraver en "rakt-upp-och-ner”-berékning i allmanhet fler
an 108 multiplikationer, medan FFT behover hogst 2:1024-10 » 2-104 — en besparing pa narmare 98%! (43

Ovningar till kapitel 7:
(u(t) betecknar "the unit step function”, dvs. u(t) =1 omt>0och=0omt<0.)

7.1 Berékna
a eltlx 1, b. &= u(t), c. etx u@), d. eltlxt
e rect(t) * 1, f.  rect(t) * t, g. rect(t) * t2,
h. rect(t) = u(t), (ritafigur!), I rect(t) * rect(t), (ritafigur!)
jou®) * u(), (ritafigur!), k. et * rect(t), I {e-u(t)} ~ e,
m. eltl« gt n. eltlx cost, o. eltlx sint, p. d(t—1)* d(t—1).

7.2 Veifierafdljande alméannareationer (a och b & en godtyckliga reella konstanter):
a d(t—a)* y(t) = y(t—a),
och omx(t) * y(t) = z(t)
b. x(t—a)* y(t) =x(t) » y(t—a) = z(t—a),
c. X(t—a)* y(t—b)=z(t—a-Db),
d. x(=) * y(-t) = z(=).

¥
: . Q i} e i} :
7.3 Funktionen x(t) & sadan att 8 X(t)dt & konvergent. Verifierafdljande almannarelationer.
—¥

¥ t
a (i) * 1=§ x@)dt, b. x()* u(t) =§ Xt dt,

¥ ¥
och for defall da x(t) dessutom & en jamn redllvard funktion:

C. X(t) » cos (wt) = X(w) - cos (wt), d. x(t) * sin(wt) = X(w) - sin (wt),
(Ledning: Obs att x(t) & jamn och reellvard (om och) endast om X (w) ocksd ar (jamn och) redllvard.)

7.4 Vilkaér relationernamotsvarande dem i 7.3c och d om x(t) istéllet & en udda, reellvard funktion?

7.5 Bestam fouriertransformen med f som variabel av sinc?(t) genom att anvandatabellen vid (f) ovan och
produkt-fatnings-sambandet j. (Se ocksa dvning 7.1i ovan.)

7.6 a. Harled (j4) genom att kombinera (j2) och tidsrevertering (d3).
b. Harled (j9) genom att kombinera (j2) och (j4).

7.7 Anvéand tekniken med uppdelning i partialbrak for att bestdmma funktionerna x(t) som har foljande
fouriertransformer:

w4 + 5w2 + 4’ WA+ 52+ 4
iw i
c. ——————, d. ,
w4+ 5w2 + 4 w3 + 9w
W2
e s

43 Den Cooley-Tukeyska omskrivningen & dock inte alldeles "ny”, den utnyttjades redan under 1800-talets forsta halft i and-
ra, men besldktade sammanhang av Gauss.
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7.8 Berdkna (garnamed anvandning av tabell) fouriertransformernatill

a e2t-1)ut-1), b. e2t-1| c. dt+1)+dt-1)
d. %[{ u-2-t) + u(t—2)}, e. sin(2pt+ p/b), f. u(t) edtcosht,a>0,
¥

g. e3ltlsin2t, h. & ahd(t-nT),|a|<1,T>0,

n=0

i. tu(t) e2t cos4t, t.ex. genom att anvanda resultatet frén uppgift f.
j. rect(2-1), k. eltlcos2t, l. trectt,
m.. sint - rectt, n. t-sinct, 0. cost-sginct,

p. sinct* sinct.

7.9 Bestdm de signaler som har fdljande fouriertransformer

2sin 3(w—2p)
w-—2p '

a. 2pd(w) + pd(w—4p) + pd(w + 4p), b.

C. cos (4w + p/3).
7.10 Signalenx(t) har transformen X(w). Uttryck foljande funktioners fouriertransformer i X(w):
a yi() =x(1-19 + x(-1-1),
b. ya(t) = x(2t - 8),
C. y3(t) =X"(t-8)

7.11 Vilkasignaler har f6ljande fouriertranformer:
a Y1(w) = u(w—1) —u(w—2), (u & enhetsspranget),

b. Yo(w) =cosw - sin 2w,

¥
c. Ys(w)= & 2"d(w—n).
n=0
7.12 Anvénd det faktum att
e-lt| 3/4;5?/:® %
1+ w
for att bestdmma fouriertransformernactill:
a te-tl,
b A (Ledning Anvénd dualiteten hos F T
L+ 122 ¢ |

7.13 Berdkna(rectt) = (cos 2pt + cos t) genom att forst fouriertransformera faltningen, férenkla resultatet
och sedan &ertransformera.
7.14 Bestdm signalen x(t) om man vet att

X(w—1) + X(w + 1) = G(w), dér
i2 om|w|<2
G(w) =1

{0, om|w|> 2.
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7.15

a

b.

L&t x_ (t) varaden L-periodiska fortsittningen av sinct,

¥
X ()= & sinc(t—nL).
n=-¥

Verfieraatt x(t) :% (konstant) om0 <L < 2.

pto

da2<L <4
L 5 a

Verfieraatt x (t) =% gL + 2 cos

(Ledning: Anvénd samma metod som den i exempel 7.3.)

7.16

a

7.17

7.18

7.19

7.20

Ett idealt |3gpassfilter har den egenskapen att det dapper igenom en signals alla frekvenser w upp till
en vissniva L med ofrandrade amplituder, medan de hdgre frekvensernaiinte ddppsigenomalls. .
Om x(t) har fouriertransformen Xw), uttryck med hjép av rect-funktionen transformen X (w) for den
filtrerade signalen x (t).

Bestam X (w) dax(t) = et u(t). u(t) = "enhetsspranget” (Heavisides funktion).

Hur stor andel av signalens energi gar forlorad vid filtreringen? Ge en formel for dettai det allméanna
falet och tillampa den pa det speciellafallet i b-uppgiften.

. Verifieraatt den andelen for stora L approximativt & = pZL for falet i b-uppgiften.

Vilken & den filtrerade signalen for signalen i b-uppgiften? Svaret far innehdlaintegraler.

Ur tabell har vi att fouriertranssformen av eat? ar\/p/a - e 2/(4a (a > 0).
Berstam fouriertransformernatill:

2tet?, b. et?.et? c. et?x gt?

a. Bestdm fouriertransformen ti II
dat
f(t) = 7t2' dér a & en reell konstant.

b. Ett LTI-system har som pulssvarsfunktion

_ cost
h(t) = 9+
Vilken & systemets utsignal om insignalen & x(t) = sin t?

TvaLTI-system L1 och Ly har pulssvaren a,b > 0. Dessa seriekopplastill ett

1
respektlve 9+ 2’

1
1+
nytt LTI-system L.

a. BestdmL:spulssvar.

b. Om signaenx(t) = 94}t2 tassominsignal till L1, vilken & dautsignaen?

c. Vilken & L:sutsigna ominsignalen somi b-uppgiften?

TvaLTIl-system L1 och L, har pulssvaren e8| respektive ebltl, a, b > 0. Dessa seriekopplastill et
nytt LTI-system L.

a. BestdmL:spulssvar for det fall atta? b.

b. BestamL:spulssvar dda = b.

c. Vilkenutsignal far man fran L om insignalen & x(t) = sin 2t?
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8. Svar till ('jvningarna:
¥
2 :

&  d(2k+Dt.
1.2 b, x{t)= ¥ oK+ 1)? g
1.3 b. Anzanochj n=0.
_ (=pml
= 2in|
b. a,=0,n30,b,=

14 a

,dant 0,cp=0.

()
n

,n3 1.
g _ 0 _

15 x(t)= a cpePintochcy= 9 X(t) e2pint gt
n=—%¥

—1\n
16 a cn:(rl]) dant 0,cy=0.

1.7

d.

1+w . (Observeraatt funktionen i uppgift d & summan av dem i uppgifternab och c.)

1.8 dn —MB > 2.4056, dy = 51162810 > 0.4313.

1.9 \V2\Z 3och 2A/2/(3\/5) respektive 1,/1/3 och 2/(3/5).
2
110a &

6
P

b.
111 a 2p
b. Integralensvérde = 1, nollstéllena & heltalpunkternautom a = 0.

1 T T T T

0.5F

sinct

0k

-0.5 I I I I I I I
-4 -R -2 -1 0 1 2 R il

1 1 _ _  2a p

1.12 X(w) = YT ,Y(w) = a . Integralens vérde: a3
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P \/’\l/z" t
L -1
sint/2 sin 2t
b.
Ax
2L
. 2s8nt
1k sint
A /\
-2p 1/2sint  p 2p t
L -1
- 2
22 a-—d.
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22 a,e-—ag.

A X
X(t +1) X(2t) x(t) X(t/2)
g
-1 1 2 3 4
a,i
A X
t
| X(t)
g
-1 1 2 3 4 t
(x(t))100
23 b, X)) =x() + x(t) P X(=) = x(-1) + X,(-1) = x(t) — X(t). Summation och subtraktion av dessa
likheter ger x(t) + x(—t) = 2x(t) och x(t) —x(-t) = 2x,(1).

24 a  coshtochsinht, b. costochi-sint, C. 1 Etz
25 a  Obs. att man far grafen for rectp om man tojer (drar ihop) grafen for rect; med en faktor P.

b.  Obs. at man fér grafen for rect;, p; om man forskjuter rectp dér P=b —amed (a + b)/2 &

hoger (om dettatal > 0, annars at vanster).

26 a

- -I E

0.5
1] . ¢ o
b.
0.8
0.4
-10 04 t 10

a, h.

10

10x(101)

X(t)

t

—— och——
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d.
YAYAYAYAYA ATAYAVAYA
0 1
e
0.2
0.4
o t
f.
III.E!'E
0.43
o t
g.
]
i AN
T 1 'h‘
i Dﬁé \j i \Q_/
1
hochi.
1L
1 o t 1
31 a p b. p, C. 1.

3.2 Fundamentdl perioden &r =1.
3.3 3-periodiskafortsattningen:
_jl-|t], dalt|£1, ~

BO=lo  dareteas, Y30 =wl=3).
2-periodiska fortsdttningen:

yo(t) = 1—|t], da|t]| £ 1,y2(t) = yo(t - 2).
1,5-periodiska fortsattningen:

_i1-|t], da|t|] £05, ~
320 =195 gaose It|£ 0,75, y1,5(1 = y1,5(t—1,5).

34

X
: , : , 1 — X /-\
- Ao Ad Ao - vy - vy ‘>
5 -4 3 2 -1 | 1 2 3 4 5 &

35 x(f)=2-(t-1),da0<t£ 1.
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4.1a.

LiL)

D5

4.1b

e

o5

4.1c

4.2a 1, b 0O, c 3.
4.4 —edl4,

4.5a y(t) = 2x(t) (dvs. forstarkning), b y(t) = x(t—a) (dvsfordrojning a tidsenheter).

4.6. d(at) = —% d(t) om a < 0. (Sammanfattningsvis. d(at) = kil ditoma? 0.)

4.7a. 4, b. 0.
4.8a. 2d(t) — (signt) - sint, b. (signt) - cost, c.dit—a)—d(t—b),
d{0,omt<0,-1om0O<t<1 lomt>1} + d(t) e—u(t)tﬁl2 e(1) + d(t).
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49 u(t) - &

4.10b.
X(t) na
& u 3 H [ ]
FT]
X (t) .
2 ] H [ ]
FT]
X (1)
as
a2 u ] 4 2 i

a5

-1

4.10c. Pendeln befinner sigi viladat < 0, far en ”enhetsknuff” & hoger vid t = 0, borjar svangaenligt x(t) =
sint, far en ny enhetsknuff, den har géngen & vanster, vidt = 2p. Denna stoppar rorelsen helt.

4.11a. X(t)={0omt<-1,-1lom-1<t<0,1omO0<t<1,0omt>1} +d(t+1)—d(t-1),
X')=d({t+1)—-d((t-21)—dt+1) + 2d(t) —d(t—1).

2 .
b. m(wsmw +cosw —1).

4.12a. d(t—p)—d(t + p).
b.. 2i sin(pw).

413a. d'(t—p)-d(t + p).
b. 2wsin (pw).
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5.1

5.2

5.5

5.7

5.8c.

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13
6.1a

6.1b

6.2

6.3a.

226100 128 951008

al-¢c= , b 11— T,
&5 5§ 85 3
1
3
P. (Summan av serieni uppgift 5.3 fért =0, d.v.s. summanav 2M + 1 = P . 1:0r.)
ol _plre® @ PreP o0
a2 P e TP @_ep TP
2N+ 1)p —a
2
9@ = ; sinpna
n=1 PN 1/2 O\
: >
\(; \( 1 a
) —1/2
¥ ¥
a cos(np/2)d(t—np/2) respektive a cos(np)d(t—np) = & (-1)"d(t—np)
n=— n=-¥ n=—¥
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4
Foljdernaav sampelvarden: .. 0 1, 0, -1, O 1, 0O -1, O, 1,
respektive .o -1, 1, - 1, -1, 1 -1 1, -1, 1
¥
¥ Q
a. 4 x(nT), b. Q x(t) dt.
n=—¥ 0
¥
sint.
sin(—p/4) =—=
(-p/4) = \/—2
For sin 2pt: ¢; = 1/(2i), c_1 =-1/(2i), ¢, = 0 for dvrigan.
For cos 2pt: ¢ = c_1 =1/2, ¢, =0fo6r dvrigan.
¥ ¥
c, = 1 for allak. Syntesekvationen: § d(t/L —n) = § e2pintiL,
n=-¥ n==¥
-2 dda, = 0 om njamnt? 0, Gy = &
C“'Spin omnudda =0omnjamnt* 0,co=73.
X(t) = a c,ent dirc, = 2( ) dant Oochcoz%.
n=-¥
¥ —_1\n 2
x(t):@ + 3 ancosnt,déran:4ﬁ dant Oochaozzi.
2 n=1 n2 3
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6.3b.

6.3c.

6.4

6.5

6.6a.

6.6b.

6.7a.

cos (pn/2) — (1) . _3
22 dant? Oochco—zf.
IO

pnt cos (pr/2) — (=1)"
1an cos'5- ,dara,=4 2p2

¥ .
Xxt)= & c,ePW2 dirc,=2
n=-¥

x(t)=20 +

o _3
2+ danloochao—é.

11 Qo K

¥ . _
X0 = & o @3, derc,= 2=SSPAITED gant gochey=1.
n=-¥
pnt

—_1\n
Xt =1+ a by Sin 3 dérbn:22 SCOS(pr)]n/3)+( 1)
n=1 p

2 % (DR ke
_e g pt
&2, A, (@ken)? ©

b. Om B> 1500 Hz sdkommer andelen forlorad energi att vara< 0.3 % (om B < 1500 Hz sa
kommer andelen att vara> 1,4%.

_p _ pd42p) _pee eP o
a.x(0) = snhp’ X(4) = snhp ’ X(p)_nginhp - sinhpg™ =p cothp
b. p cothp.
¥ 1+in _ ¥ 1 ¥ n s : ,
Obsatt x(p) = § a a = & +1-0, eftersom termernai
Go g1z T 2 ¥1+n2 noyltn? 2 1402

den senare summan tar ut varandra parvis.
Anmérkning: Aven Parsevals relation kan anvandas. Man har att

Ix(®II2 = 2|O ICnI2

1+inj 2 a‘%/1+n2°2 1

5 2t gy THN{e_¢
dar |Gl 1.( Dt 2 T8l +n2g  1em2
_ Q p2 e p2  eP—_e2p _
2= =
och IKCOl 8 snh2p t= snh2p 2

2 (@ —eP)@reP) _ 2

2:sinh p - cosh p = 2@ coth p,

"~ snh2p 2 sinh2p
¥
varav n:a£¥ 1402 = p cothp.

as=3,bx=1, dvrigaa- och b-koefficienter = 0,

S R | _3

a =3, bl 1, ('jvrigaa- och b-koefficienter =0,
3

C = 2,(:_1 = 2 ,C2=Cop = 2,ovrlga(;n 0.

(Ledning Anvéand Eulers formler och syntesekvationen.)

X(w) =3 e3iw + % e1W/6_ (Ledning Forenklaforst funktionen.)
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6.7b.  Cy= g (<) + 5 PINI2. (obsarc,= 2 x (27))

6.8 xt) = 3 ; (-D)nd(t-3n/2)
n=—¥

e2pin (2t/3)’

—¥

Qo «

¥ . .
(Ledning Syntesekvationen ger x(t) =2 & e2Pi(2n+1)U/3 = 2e2pit/3 .

n=—¥ n

¥ ] ¥
anvand sedan identiteten & e2PiNt/L = | & d(t— nL) och att y(t) d(t — &) = y(a) d(t — a).)

n=—¥ n=-¥
_ eP—eP
69 =D ap1—in)
P—-ebP 1 P—eP n
=(-pn -~ =" = = (=])n+1
6%  a,=(-)" " o b =(-D) 5 Tar?

4 . 2 4
6.10a Ws(smw —W cosw),daw? O, :é,daW:O.

-2 gnn_ 2 1 2.
6.10b c,= on3 sinn on2 cosn, (Nt 0). ¢ 3p
-4 a4 3 _4
an = o sinn o2 cosn,(n3 1). ap 3P b, =0.
2 2
6.10c o= 2n2 D™, (n* 0).co=73;
_ 4 _4. . _
an—anz (—l)n+1, (n3 1).a0—§, bn—O.
t
610d N\ /T\ NS

2p-periodisk fortséttning

-5 3 4 | 1 3 5
2-periodisk fortséttning

6.11a X (t) = 3y(t) —2p3v(t), Yy (t) = 2z(t), Z'(t) = 1 —2p W(t).
6.11b Fornt 0:ina, = 3b, —2p3dy, in by = 2¢,,inc, = —2pd,.
—1\n
6.11c 2pdy=(-D" P a, =i (nlg (p?n2—6) fornt 0. x(t) uddafunktionb ag=0.

asinap

=(—1)h ———— 1T
6.12a c,=(-1) 0(@2—n2)
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6.12c

7.1

74

7.5.

1.7

7.8

7.9

Oma=N:cy :c_N:% , Ovrigac, = 0.
(Obs att den 2p-periodiska fortséttningen = cos Nt)
a 2, b. €, c. et d. 2t,
1
24 =
e 1 f. t, g t 1o
i1, omt>1/2,
h. jt+ 12, om|t|£1/2 i.  1—|tl,om|t|£ 1 Oannars,
to, omt<-1/2,
it omt3 0,y
i H V=1. 2 _a1/2 1
i I omt<0, }, t-u(t), k. (eY2-el2)et,
. e m. @t n. cost, 0. sint,

p. d(t—2).

X(t) * cos (wt) =i X(w) - sin (wt) och x(t) * sin (wt) =— X(w) - cos (wt).
(Obs att x(t) & udda och reellvérd (om och) endast om X(w) & (uddaoch) imaginér, d.v.s. har realdel = 0.)

1—|f|,om|f|£ 1; 0 annars.

1 1 1 1 a 1 0 .
St -t o2t — et + = &2t 2t = et2
a 6e-l |- e, b. 6e-l |+3e-| , C. ge-l | 6e-l |bsgnt,
1 . 3
d. 1g (e3ltl-1) signt, e d(t)—ée-3|t|.
eiw b 4 giw 5
a 5w At w2 C. cosw
d. —2isin2w, e. p{eiP/4d(w-2p)+ P4 d(w+ 2p)}
_ p . .
=—={(1-Ddw-=2p) + (1 +i)d(w+ 2
\/—2{( )d(w—2p) + (1 +i)d( p)}
(Ledning sin (at + p/4) =—2i (dP/4 dat _e-ip/4 gHat))
& (Ledning Transformer t.ex u(t) et och cos bt, enligt fatnin enskapen ar svaret 1/(2p) ~
(a+ iw)2 + b? ¢ ' g gsegensiep P

faltningen av dessa transformer. Obs ocksa att x(t) » d(t—a) = x(t — a).)

. 1 1 5
g. 3 g r (w=2)2 9+ (w+ 2)29. (Ledning Transformerae=3It! och sin 2t var for sig, anvand sedan
- (%]

faltningsegenskapen med faltningen patransformsidan.)
1

h. —————= . (Ledning Transformeratermvis. Man f& en geometrisk serie som kan summeras.
1—aeiw | ¢ 9 )

(2+iw)2-16 , . i .
@2+ iW)2 1 6)2' (Ledning: Derivera patransformsidan.)

(

a 1+ cos(4pt), b. e2Pit rect(t/6). (Ledning: Givnatransformen = 6 sinc (3(w — 2p )/p.)

C. 3 (ePIBd(t-4)+eriBd(t+4)).
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7.10 a Yi(w) =2 cosw X(—w),

711 a y(t) = le e3iV2 sinc (t/(2p)) =

b. Ya(w) =

el ot

Jedn Xw), c

Y3(w) = —w2 8w X(w).

. (Ledning: Y(w) =rect (w —3/2).)

b. yo(t) =(d(t+ 3) —d(t—3) +d(t + 1) — d(t—1))/(4i). (Ledning: Anvénd t.ex. Eulersformler.)

_ 1
—4iw
2R arwe

b. —2piwelwl,

7.13 2sin(1/2) cost. (Obsattsinc1=sinc(-1) = 0 och att sinc (1/(2p)) = sinc (<1/(2p)) = 2sin (1/2).)

7.14 F?; sint . (Obs att G(w) = 2 rect (w/4). Ett mellanresultat: 2 x(t) cost—ﬁ sinc (2t/p).)
7.16 a X (w) = X(w)-rect (w/(2L)).
_ 1
b. X (w) “1tiw’ rect (W/(2L)).
L
Q
8 IX(w)|2 dw
L . 2 _2 1
c. 1-- respektlvel—ﬁarctanL—E) arctany .
§ IX(W)| 2 dw
—¥ 1
d. Anvand t.ex. MacLaurinutvecklingen: arctan s = s + O(s3). Sétts:E i denna.
¥ t
_ |£ Ltu L L9 . L(t-1) E Q t—t) o Li _
e. x._(t)—x(t)*lp p}ﬁ Oe— nc 0 dt—pge—( )smcpdt—
—¥
! ! o sn Lt
_L 49 Lt 1 Q sin
—pe—8etsmcpdt—pe48 i dt
—y —y
717  a p-iw-ew?4
b. \Vp2- ew?8,
c pew?2
718 a Ledw-4
b. §(eB+1)sint.
2p 1
719 a 3o
b. Sammasoma
o 21
36 49 + 2
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2
7.20 a m (a e—b|t| —b e-dtl),

b 2 (1+ ) e,
. 4ab
@ P a)

sin2t. (Avendda="h.)
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9. Liten formelsamling

1. Speciella funktioner

nofunk Heavisides funk i1, omt>0,
rangfunktionen (Heavisides funktion t)=1
Sorangfunkti (Heavi unktion) u(t) +0, omt<0.
. _ i 1, omt>0,
Sgnumfunktionen signt= *
-1, omt<O.
i1, om|t|<12,
Rektangel funktionen rectt = *
0, om|t] >1/2.
I (sinpt)/(pt), omt* O,
Snus cardinalis (" Sncen”) sinct=
1, omt =0.
d-funktionen:
y ¥
| 0, omt1 Q¢ o)
d(t):$ . Y och Q d(t—a)dt=1féralakonstantaa.
odefinierad, omt =0 0
V4

Om x(t) & kontinuerlig for t = a:
X(H)-d(t—a) = x(a)-d(t—a),
Skalning:
1

d(a) = 15

d(t),oma? 0.

2. Generaliserad derivering

Om x(t) & en stréckvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter dy dy, ... i punkternaay, ap, ... ,

d =x(@+)—x@-), aa
X (1) = {X (O} + chdl(t—ay) + dod(t—ay) + ...
(X (t) & den generdiserade derivatan, { X (t)} den klassiska).
Specidlt:
U(0) = A, G sion @ =2d0), § rect® = dt+ 12) - d(t—1/2).

Derivering avd-pulser:

¥
Om X (t) kontinuerligi t = a: § X@®)-d'(t—a) dt=—x(a)
¥
¥
Oom x(N(t) kontinuerligi t = a: § x(t)- d(t —a) dt = (-1)" x(N(a)
-y

3. Periodicitet
P-periodicitet, (P > 0): R
X(t) & P-periodiskU x(t + P) = x(t) for dlat.
P-periodisk fortsattning:

¥
X(t) & P-periodiska fortsattningen av y(t) U x(t) = é y(t—nP).
n=—¥
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4. Faltning

¥
X)) (1) = § X(t-1) y(t) ck
Y

X * (ay(t)) =ax® * y(t)), X(® * (Y(t) +z() = x(t) * y(t) +x(t) * z(t)
X(®) * y(t) = y(t) * x(t), (x() * y(t))* z(t) = x(t) * (Y(t) * z(1))
X(t) = d(t —a) = x(t—a), x(t) » d(N(t —a) = x(N(t—a)

5. Komplex fourierserieutveckling av P-periodiska funktioner:

¥
a ¢, e2Pint/P  (Syntesekvationen)
n=—¥

dar ¢, = I%’§ X(t) e2Pint/P gt . (Analysekvationen)

x(t) =

P
Samband med reell serieutveckling for reellax(t)
¥
X(t) :% + é(an cos 2pnt/P + by, sin 2pnt/P),
n=1
= %(an—jbn) omn3 1OCh=%(&n+jb_n) omn£—1$amt:% omn=0,
a,=2Rec,, dan3 0,och b,=-2Imc,,dan3 1.

&,

Funktionsnorm [Ix(®| = 8 | ()| 2 dt T
o
Totalenergi (under 1 period): [Ix(V)][|2 :§3 |x(t)| 2 dt.
1 Q
Medel effekt b 9 IX(®|2dt.
Paq,
. 10 g
Parsevals relation pg IX®I2di= a |ci|2
qD n=—¥
Enhetspulstag

18 ..
dt—nP) = P a ewpint/P,
¥ n=—¥

| o
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6. Fouriertransformen

¥
X{t) = 21p§ X(w) €W t dw, (Syntesekvationen)
-¥
¥
dar X(w) :§ X(t) W t dit (Analysekvationen)
—¥
= oo
Funktionsnorm [Ix®| = éﬁ Ix(®)[2dt T
%)
Totalenergi ||x(t)||2=§ IX(1)|2 dt.
¥
¥ ¥
Parsevals relation 0 IxOI2dt= = & |XW)|2dw
0 " 2p 0 '
—¥¢ —¥
Samband mellan fourierserier och -transformer
3 3 1,280
xt)=a ytt—-nP) = Q ¢, ePin/Pp ¢, =35 X
(t) n:_¥y( ) n:_¥0n & =pY&Pp &

95



Fouriertransformer i tabelform

Allménna egenskaper :

w = 2pf
Funktion Transform
Oom x(1) Z(w)
S AQ) 2p X(-W)
X(t) X(w)
e Wol x(t) X(w —Wo)
X(t—to) eWio X (w)
1 a0
x(at),al 0 1a]* &g
x(-t) X(=w)
(x* y)(1) X(w)-Y(w)
X(1)y(1) le (X* V)W)
Ex) W X(w)
£X(0) | o X(w)
gt%n X(t) (iw)" X(w)
..dn
th x(t) in dwn X(w)
Sampling av x(t) | 2p/T-periodisk fort-
med sampel- séttning av /T - X(w)
avstdnd T
L-periodisk fort- | Sampling av 2p/L-X(w)
séttning av X(t) med sampelavstand 2p/L
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Soeciella transformer

Funktion Transform
d(t) 1
T 2p d(w)
d(t—to) giwtg
aWot 2p d(w —wp)
d(t—to) + d(t + to) eWio + elWio = 2 cog(wt o)
cos (Wot) p (d(w —wp) + d(w + wp))
eiwty _ dWwt
d(t—to) —d(t + to) = i sin(wt)
sin (Wot) —pi (d(w —wp) —d(w + Wp))
; d(t—nT) 2p/T ; d(w —2pn/T)
n=-—¥ n=—%¥
u(t) &+ pd(w)
sign(t) %v
rect(U/P) P sinc (PwW/(2p))
sinc (Y/(2p)) 2p rect(w)
sinc(t) rect (w/(2p))




Funktioner med rationella transformer

Konstanten a forutsatts vara> 0

w = 2pf
Funktion Transform
a0 (w)n
1
eatu(t) a+iw
. 2
efal signt “a+w
th-1 gat 1
(n—1)1 4O (@+iwn
Ll edat 2
M n—pr 99N @ wn
1
etu(-) a—iw
. 2l
gat signt a—-w
(—f)1 eat 1
(n—ny1 Uy (@a—iw)n
-1 dat 2
in(n—1)1 S9"* (a—w)"
signt %v
=1 2
(n—1)1 S9nt (iw)"
e-alt | i
a2 + w2
] 2w
ealt| signt 2wl
. . 2
sinatsignt rawz
i 2
cosatsignt 2 I_WWZ
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LTI-system

X6 —p —p X (1)

Definierande egenskaper :
1°  (Linjaritet)
Om eninsignal z(t) & en linjar kombination av tvainsignaler x(t) och y(t),
z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,
sa & utsignalen z, () sammallinjara kombination av x (t) och yy (t):
o 2.(1) = ax (1) + by
2°  (Tidsinvarians)

Om insignalen forskjutsi tiden, dvs. om x(t) ersétts med x(t —a), dér a & en regll konstant,#4 sa kom-

mer ocksa utsignalen att forskjutas lika mycket i tiden:
yi) =xt—-a)P () =x(t—a)

Pulssvar:
dt) —p» —p N(t)
Utsignal/faltning:
¥
X(t) —pp h(t) . § x(t)h(t—t) dt = h(t) « x(t),
—¥

Harmoniska svangningar som insignal:
Wt —pp X — X(w)-eiwt

X(w) = Fouriertransformen av x(t)

Seriekoppling av L TI-system:

\Y

— X —> y >

e v(t) = X(t) « y(t)
och for fouriertransformerna: V(w) = X(w) - Y(w)

44 x(t-a) & sammasignal som x(t) fast avsand a tidsenheter senare (oma > 0).
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Register

Aliaseffekten
amplitud
analysekvation
associativ lag for faltning
d-puls
deltafunktionen
deltapuls
derivering

generdiserad
DFT
distribution
Dirac

-funktion

-puls

diskreta fouriertransformen
distributiv lag for faltning

Effektivvarde
egenfunktion
energi
enhetspul stég
enhetsspranget
Eulersformler
Faltning
fasdage
Fast Fourier Transform
fasvinkeln
FFT
filter
fourierintegraler
fouriertransformen
diskreta
dualitet
tidsdiskreta
fourierserietransformen
frekvens
frekvensrevertering
frekvensuppl 6sning
fundamental period
funktion,
generaliserad
harmonisk
jamn
periodisk
rationdll
udda
funktionsnorm

Generaliserad
derivering
funktion

geometrisk serie

Gibbs fenomen

Harmonisk funktion
harmonisk svangning
Heavisides funktion

14; 58
7, 10; 48
40

20

2

13; 29; 42; 59; 66

31
26; 27

49
1,38
1, 63
20; 65

Hertz, Hz
Impuls

Jamn funktion
jamnadeen

Kommuitativ lag for faltning

komplex
fourierserieutveckling

L Tl-system
sammanséttning

M edel effekt

Norm

Operator

Parsevasrelation

periodisk
fortséttning
funktion

Poi ssons summeationsformel

pulssvar

pulstdg

Rationella funktioner
rect
rektangelfunktion

Sammanséttning av
LTI-system
sampelavstand
sampling
serie
geometrisk
sgn
sign
sgndl,
tidsdiskret
tidskontinuerlig
signumfunktionen
sinc
singularitet
sinus cardinalis
skaning,
areabevarande
skalarprodukt,
for funktioner
komplex
spegling
spektrum
stegfunktionen
svangning,
harmonisk
syntesekvation

TDFT

tidsdiskret signal

tidsdiskreta
fouriertransformen

38
26

18
21

59

3

12; 29; 58
60

7
6; 9

12; 55

8; 10; 48; 71

23: 42; 69

22

41

13; 30; 58
40; 41; 42; 64
67

21; 65

11; 20

60
41
41, 69; 72

18
2:4
20; 65

1

4: 46:; 54; 58
75

25

75



tidsinvarians
tidskontinuerlig signal
tidsrevertering
transform,
fourier-
fourierserie-
trandation
trunkering

Udda

delen

funktion
unit-step-function
Variabdvd
vinkemétt,

radianer

vav
vridning

Overforingsfunktion

12
25

4;13; 54
46

18; 63
20; 72

21

20
38; 54

38

19
14



