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Beta Mathematical Handbook dr tillatet hjdlpmedel.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv losningar med fullstindiga meningar och utforliga mo-
tiveringar.

Skrivningen omfattar tre delar. Del I bestar av 5 uppgifter, som vardera kan ge hogst 3 podng.
Godkind kontrollskrivning nr j ger automatiskt 3 podng pa uppgift nummer j (7 = 1,2,3) och
godkdnd laboration nummer n ger 8 podng pa uppgift n + 3 (n =1, 2).

Del II bestar av 3 uppgifter, som vardera kan ge hogst 4 podng; det finns tva alternativa uppgifter
10. Del III bestar av 2 uppgifter, som vardera kan ge hogst 5 poding.

Betygsgranser: E 15, D 18, C 22, B 26 och A 31 podng. Minst 13 podang, men ej godkant, ger
resultat FX, som innebdr rdtt till komplettering.

De som varit registrerade 2007 eller tidigare (med kursnummer 5B1207) far betyg 5, 4, 8, K
eller U. Kraven for de fyra forsta ar som for A, C, E respektive FX ovan.

1.(3 podng) Befolkningen i ett litet samhdlle vaxer med en hastighet som dar proportionell mot

befolkningen. Den urspungliga befolkningen dr 500 personer. Efter 5 ar dr befolkningen 1000

personer. Stdall upp tillhorande begynnelsevdrdesproblem. Hur stor dr befolkningen efter 15 ar?
Lat B(t) vara befolkningsméngden vid tiden ¢. Vi har

B'(t) = aB(t), B(0)=500, och B(5)= 1000,

for en konstant «. Vi far 16sningen B(t) = B(0)e™, sa 1000 = 500e>* vilket ger 5o = In 2.
Svar: B'(t) = 2B(t), vars I6sning ar B(t) = 500e** = 500e'™/% och B(15) = 50032 =
4000.

2.(3 poéng) Bestim och klassificera jamuviktspunkterna till systemet
2 (t) = =3x(t) + 2 (t) + 2
y'(t) = x(t) - y*(t).
En jamviktspunkt (x,y) uppfyller
—3r+1y°4+2=0
r—y?=0.

Andra ekvationen x = y? insatt i forsta ekvationen ger 0 = —3x + z + 2 = 2(1 — ) vars losning
ar z = 1. Da blir y?> = 1 och y = +1. Jamviktspunkterna ar (1,1) och (1,—1).
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Jacobimatrisen for systemet ar

-3 2y
1 -2y )

I punkten (1, 1) far vi Jacobimatrisen

-3 2
1 =2 )
som har egenvardesekvationen
0=(=3-AN)(=2-X)—2=MN+5 +4=(A+5/2)>+ (16 — 25)/4

som ger A = —5/2+3/2, d.v.s. A = —1 och A = —4. Bada egenvérden har realdelen mindre &n
0, sa (1,1) ar en asymptotiskt stabil jamviktspunkt.

I punkten (1, —1) ar Jacobimatrisen
()
1 2 ’
vars egenviarden A uppfyller
0=(-3-NC2-N)+2=X+1—-4=(A+1/2)>—(16+1)/4
sa A = —1/24+/17/2, d.v.s. egenvirdena har olika tecken och (1, —1) ir en instabil sadelpunkt.

3.(3 poéng) En option dr ett kontrakt som ger mdjlighet att kopa en aktie for ett fixt pris K > 0
vid en fix tid T i framtiden. En modell for optionens pris f(S,t) som funktion av aktiepriset S
wvid tiden t ar Black-Scholes ekvation

of af

0252 52 f
9 @(S,t) —Tf(S,t), S>0 t<T

f(S,T) = max(K — 5,0), S>0

ddar r och o dr konstanta parametrar for rdantan respektive volatiliteten. Vid randen S = 0
behdvs ett villkor for f(0,t) for allat < T. Bestdm ett randvillkor vid S = 0 genom att anvinda
Black-Scholes ekvation for S = 0.

Funktionen f(0,¢) satisfierar

of
=2(0,t) = t
(0,6) = £ (0,1)
vars losning ar
f(0,t) =e"C

och f(0,T) = max(K,0) = K ger K = e""'C, sa f(0,t) = K771,

4.(3 poéng) Bestdim den ldsning till differentialekvationen

2%y () + 3zy(x) = SIZI , >0




som uppfyller villkoret y(m) = 0.
Ekvationen kan skrivas

som har integrerande faktorn e3™* = 2. Vi far
(z%y) =sinz, x>0
vars losning ar 23y(z) = C — cosx, sa
y(z) =27 3(—cosz + O)
och villkoret y(7) =0 ger 0 = —cosm + C. Svar: y(z) = —273(1 +cosz), x> 0.

5.(3 podng) I en enkel populationsmodell for antalet individer, P(t), dr den relativa tillvizthastigheten
konstant, a. I en annan modell dr den relativa tillvaxthastigheten summan av tva termer. Den

ena termen ar en positiv konstant, a, och den andra termen dar proportionell mot populatio-
nen med en negativ proportionalitetskonstant, b. En tredje modell erhalles genom att korrig-

era den andra modellen pa foljande satt: avligsna ett konstant antal per tidsenhet, c. Stall
upp dessa modeller. Studera ddrefter vad som hdander efter lang tid, da konstanterna sdtts till
a=5 b=-1 c=4.

Forsta modellen &r P'(t)/P(t) = a.

Andra modellen ar P'(t)/P(t) = a + bP(t).

Den tredje modellen ar P'(t) = P(t)(a 4+ bP(t)) — c.

Den forsta modellen har 1ésningen P(t) = P(0)e”
nar t — oo.

Den andra modellen P = P(5 — P) =: f(P) har tva jamviktspunkter P = 0 och P = 5.
Den forsta ar instabil, eftersom f'(P) = —2P + 5 har f/(0) = 5 > 0. Den andra punkten &r
asymptotiskt stabil, ty f'(5) = =5 < 0. Vi far att P(t) — 5 nir t — oo.

Den tredje modellen P’ = P(5 — P) — 4 =: g(P) har jamviktspunkter P som uppfyller

0=g(P)=—-P?>+5P —4=—(P—5/2)%+(25—16)/4

sa P =1och P =4. Eftersom ¢'(1) =3 > 0 d& P = 1 instabil och ¢'(4) = —3 < 0 visar att
P = 4 ar asymptotiskt stabil. Nar ¢ — oo far vi att P(t) — 4.

som vaxer obegransat mot odndligheten

6.(4 poang) Antag att en partikels position (x(t),y(t)) beskrivs av systemet

()= ) ()

Vad hdnder med en partikel, som startar i punkten (2,3), efter lang tid? Bestim ocksa den
allmanna losningen till systemet.



Matrisen

-2 —10
()
har egenvarden A som uppfyller
0=det(A—X)=(=2—=A)(=A)+10= A2 +2X+ 10

sa (A+1)2=—-9och A\ = —14+ 3.
Svar: Systemet dr asymptotiskt stabilt och z(t) och y(t) konvergerar mot 0 nér ¢ — oo.
Egenvektor (a,b) till egenvardet —1 + 3¢ uppfyller (=2 4+ 1 — 3i)a — 10b = 0, sa a = 1 och
b=—1/10 — 3i/10 &r en l6sning. Den allménna lésning till systemet ar darfor

crRefel~1+80t < _a :3@,)/10 )] + eolme(- 1430t ( _a +132.>/10 >]

B et cos(3t) n e " sin(3t)
U\ —e(cos(3t) — 3sin(3)) /10 ) T2\ —e~*(3cos(3t) + sin(3t)) /10
for godtyckliga konstanter ¢, cs € R.

7.(4 podng) En svingande string med utbojningen u(x,t) vid positionen x och tiden t loser den
partiella differentialekvationen

0? 0?
G_;L(I’t)_a_;;(x’t)zo’ O<z<l1l, t>0

med randvillkoren
uw(0,t) =u(l,t) =0, t>0
och begynnelsevillkoren
u(z,0) =0, 0<z<l1
0
8—7:(I,0)=:L‘, O<z<l.
a) Bestim utbdjningen u(z,t). Svaret far innehalla en odndlig summa.
b) Bestim ocksa tidpunkterna t ndr u(z,t) = 0 for alla x.
Variabelseparationsmetodens ansats u(x,t) = X (z)T'(t) ger i ekvationen
T"#)X (z) — X"(x)T(t) =0
sa
T”(t) B X”(:L‘)
T(t)  X(z)
Ekvationen X" (z) = AX () och negativt A = —a? ger den karakteristiska ekvationen m*+a? = 0
med losningen m = +ia och

X(z) = Acos(ax) + Bsin(ax),  for reella konstanter A, B.

= konstant = \

Randvillkoren ger A = 0 och sin & = 0 som har 16sningen o« = nz for heltal n.



Om A > 0 har vi bara 16sningen X (x) = 0.
Vi far da
T//(t)
T(t)

sa T'(t) = a, cos(nmt) + by, sin(nnt) och u(x,0) = 0 ger a,, = 0. Variabelseparationsmetoden har
gett oss 16sningen

= —nmn

u(z, t) = Z b, sin(nmt) sin(nmx)

n=1
och
ou = ,
E(I, t) = ; b,nm cos(nrt) sin(nmz).

Begynnelsevillkoret z = du(x,0)/0t = > ° | bynm cos(nm0) sin(nmz) ger Fourierkoefficienterna

1
21n7rbn:/ sin(mrcc)@(x,O)dx
0 ot
2 1
b, = — [ sin(nmx)zdz
n Jo

_ 2 [_ cos(nmx) 4 ! N /1 cos(nmz) I
o Jo

nm nm nm

[\ J/

— (= (1)

n2m?

och losningen

u(z,t) = i 2(_n§—_1)n)

n=1

5 sin(nmt) sin(nmz).
m

Villkoret u(z,t) = 0 for alla x ger ekvationerna # sin(nmt) = 0 {or alla n, som géller
om och endast om ¢ ar heltal.

8.(4 poang) Laos integralekvationen

f(t):tet+/0t7f(t—7')d7', t>0.



Vi har Laplacetransformerna

F(s) = / T et i (0t = L{F(1))(s)
L{t}(s) = 52
ﬁ{tet}(s) =(s— 1)_2

c / Ff(t - 7)dr} = LEVL{SHs)

sa Laplacetransformering av ekvationen ger

vars losning ar

F(s) = G-12(2-1) (5—-12(+1)

Partialbraksuppdelning ger

52 __a b LN d  a+b)+5*(=3a—b+c)+s(3a—b+d)
(s—1)3(s+1) s+1 s—1 (s—1)2 (s—1)3 (s—1)3(s+1)
som ger a = —1/8 b=1/8,¢=3/4,d = 1/2 och 16sningen
1, 1, 3t %!
ft) 5€ +8e+ 1 + 1 t>0

9.(5 poang) Temperaturen u(x,t) i en odndlig stav, vid tiden t > 0 och positionen v € R,
bestams av ekvationen

2
%(m,t) = %(w,t) + f(z), zeR, >0
dir f(z) = —(42* — 2)6*””2 ar en giwen kdlla.

a) Visa att den stationdra temperaturfordelningen uy(z) = e loser

0%uy
= W(
b) Bestam u(z,t) om u(z,0) = ug(z) + 9 lye—2%/4
a) Derivering ger

0 z,t) + f(z), z € R.

62uS 0 —z2\ 2 —z2
o %(—2:1;6 )= (4x* —2)e ™ = —f(z).
b) Funktionen v(x,t) = u(x,t) — us(x,t) uppfyller
@_@_3u3_@+f_82u_32u3_32v
o ot ot 92 T B

0x? 0x? 0x?



sa Fouriertransformering o(w,t) = [*°_v(z,t)e™*dx i z-led ger
v

—(w,t) = —w*i(w, 1)

ot

vars losning ar

A —W2t ~ 2t . 2 . 2

d(w,t) = e (W, 0) = —e ™ iwe™ Vir = —iwe ™ I\ 4x
Dess inverstransformen ar

x
v(z,t) = ——((1+ t)—l/Qe—wQ/(4(1+t))) — eI o~/ (10+0)

och u(z, 1) = uy(x) + (1) = e 4 g e 1),

10.(5 podng) Antag att u(x,t) dr en losning till Burgers ekvation

%(m,t}—ku(m,t)g—?;(:p,t):(), —oco<xr<oo, t>0
u(z,0) = up(x), —oo<z<o0.

Burgers ekvation ar en forenklad modell av kompressibel stromning.
a) Visa att banor definierade av

uppfyller

b) Antag att u(y,0) =y. Bestdm u(z,t).
a) Kedjeregeln och ekvationen ger

d ou / Ou
(X (1),1) = S (X(0),6) + X' ()5 -(X (1), 1)

ou ou
= 5, (X0, 8) +u(X (1), )5

=0
sa u(X(t),t) = u(X(0),0), vilket med banans definition visar att
X'(t) = u(X(0),0), t>0.
b) Vi har visat att banorna &r rita linjer som uppfyller
(1) X'(s) =u(X(0),0), s>0
och funktionen u ar konstant ldngs en bana

(2) u(X(s),s) =u(X(0),0).
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Antag att X(0) =y och X (t) = x. Ekvation (1) ger
X'(s) = u(X(0),0) =y
sa
X(s)=ys+X(0)=ys+y.
Detta ger x = X (t) = y(1+t) och vi far y = z/(1 + ). Ekvation (2) medfor att
u(z,t) = u(X(t),1)
= u(X(0),0)
=Y

vilket visar vart svar u(z,t) = /(1 +1).

Alternativ uppgift 10.(4 poéing) Visa att losningen till differentialekvation X'(t) = f(X(t))
med givet begynnelsevirde X (0) = Xo dar entydig om f dr Lipschitzkontinuerlig. Formulera
Gronwalls lemma om det anvinds.

Se Kapitel 3 i sidorna ”Eulers metod”.



