KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2012-12-10, kl. 08.00-13.00.
SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjalpmedel: penna, papper, suddgummi.

Fér betyg E krivs minst 4 av 6 moduler godkiinda (Del 1), och for betyg D krivs 5 av 6 moduler
(Del 1). For hogre betyg kriivs dessutom deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras véll

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Betrakta funktionerna f och g, dér

f(z) = arcsinz, g(x) = cosx.

(a) Ange definitionsmingd och viirdemingd till funktionerna. Skissera dessutom funk-
tionernas grafer.

(b) Betrakta funktionsuttrycken f o g(x) och g o f(z); skissera direfter graferna till
dessa funktioner.

(a) For f blir definitionsméngden [—1,1] och virdeméingden blir [—7/2,7/2]. For g
blir definitionsméngden hela reella axeln | — 0o, +00[ medan virdeméngden blir [—1, 1].
P g a tekniska svarigheter avstar vi hir fran att rita graferna.

(b) Uttrycket f o g(z) blir 7/2 — |z| om —7 < 2 < 7, utvidgat periodiskt med period
27, Uttrycket g o f(x) blir v1 — 22 for —1 <z < 1.

2. [MODUL 2] Bestédm konstanterna a och b sa att

flz) =

22 dad z<1,
axr+0b, da z>1,

blir deriverbar overallt.

Funktionen f(z) blir deriverbar automatiskt utom i x = 1, eftersom den ges av poly-
nomuttryck. For att vara deriverbar i = 1 krévs forst kontinuitet:

f)=1= lim ax +b=a+b,

r—1t

dvs a 4+ b = 1. Dessutom maste hoger- och vinster-derivatorna vara lika, dvs

2x = a,

r=1

vilket ger a = 2. Da maste b = —1.

V.g. vind!



[MODUL 3] Vad blir
/ rarctanx dx?

Du maste forklara din 16sning noggrant, med angivande av metod.

Med hjalp av partiell integration erhalls

2

/ tande = & arct 1/ ” =" arct L 4 Larctans +C
arctan = —arctanxr — —< — = —arctanxr — — — arctan .
v T o) iy T T2 !

[MODUL 4] Berékna derivatan av funktionen

3

x® ot
Py = [ = la
t
0

Vi infér funktionen

T ot
G(x):/ “=la
0

t
Vi soker alltsd derivatan av F(x) = G(z%). Enligt analysens huvudsats giller att

e’ —1
G'(x) =
(r) = —,
och kedjregeln ger saledes
3 3
ooy et =15 et —1
F(z) = 3 3z =3 -

[MODUL 5] Bestdm volymen pa de tva kroppar som bildas da omradet
0<y<ze™, 0<z<+00,

roteras kring z-axeln respektive kring y-axeln. Beskriv sa gott det gar med bilder hur
kropparna ser ut.

Av tekniska skél ritar vi ej kropparna.

Enligt skivformeln blir vid rotation runt z-axeln volymen fér skivelementet 7(xe=%)2dx,

och vi far totala volymen
oo
7r/ 22e2dy = T
O 4

Vid rotation kring y-axeln skivar vi med cylindriska skal. Skalelementet far volymen
2nxdx - xe~*, sa den totala volymen blir

27r/ z2e dx = 4.
0




[MODUL 6] Bestdm Maclaurin-polynomet (Taylorutveckling vid origo alltsa) av grad
200 till funktionen f(z) = sin(z®). Uttryck dessutom resttermen i en form som kan
anvindas vid numerisk tillampning.

Vi betraktar forst funktionen g(z) = sinx, och observerar att f(z) = g(z°°). Maclau-
rinutveckling (dvs Taylorutveckling) ger

3

glx)=x— % + R5(z),

dér resstermen pa Lagrangeform kan skrivas

1
Rs(z) = 5905 cos(fx),

for nagot § med 0 < 6 < 1 (obs! 0 far bero av x). Vi bildar nu f(z):

x180

f(@) = g(a®) = 2% — T + R(a®).

Vi inser av uttrycket for resttermen att denna #r s liten att polynomdelen = 50 —

2189 /3! maste sammanfalla med vad vi skulla fa vid en direkt tillimpning av Taylors
formel pa f.



