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Talfoljder och rekursion

TALFOLJDER: En talfoljd ar en foljd av tal ag, a1, a2, . .., dar vi
bryr oss om talens ordning. Talféljden maste inte borja med index
0; t ex ar by, by, bs, ... ocksa en talfoljd.

REKURSIVA TALFOLJDER: Talen i en talféjd kan beskrivas p3
manga satt. Ett bra satt ar att gora en rekursiv definition, dar

ap = F(ap-1), n=1,23,...,
och F(x) ar ett givet uttryck. Utover funktionen F(x) behover vi
ocksa den forsta punkten ag for att kianna hela talfoljden.
EXEMPEL: a9 = 1 och

2

= — n=1273, ...,
1+a,1

dn

definierar en rekursiv talfold. Berdakna de forsta talen aq, ap, as.
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INDUKTIONSPRINCIPEN: Antag att vi har en egenskap P(n),
som principiellt kan vara sann eller falsk for ett givet
n=20,1,2,.... Antag att:

1. P(0) ar sann.

2. Om vi vet att P(k) ar sann, sa galler att dven P(k 4+ 1) ar
sann.

I sa fall géller P(n) for alla n=0,1,2,3,....

EN TOLKNING. Vi tinker att vi har en stege dér varje steg
kan bara eller brista. Antag att det forsta steget bar. Antag
dessutom att vi vet att om ett steg bar, sa bar dven
nastfoljande steg. I sa fall béar hela stegen!
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Exempelproblem

PROBLEM 1: Visa att om ag = 1 samt a, = y/2a,_1 for
n=1,23,..., s3 galler att a, <2 forallan=0,1,2,....

PROBLEM 2: Visa att

n(n+1)(2n+1)

1°+224+ ... +n°= 6

galler for alla positiva heltal n.
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Gransvarden

Vi behover definiera det intuitiva gransvardesbegreppet noggrant.

GRANSVARDE DA x — +c0: Vi siger att

lim f(x) = A,

X——+00

eller annorlunda skrivet
f(x) A did x— o0,

om:
for varje € > 0 finns w = w(e) andligt sa att

x>w = |f(x)—Al<e.

Talet A sdgs vara funktionens (eller uttryckets) gransvarde.

TOLKNING. For tillrackligt stora w galler att f(x) ar e-néra talet
A forutsatt att x ligger pa intervallet |w, +00],
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Exempelproblem

PROBLEM 3: Visa att

x+1
X

—1 dd x— +oo.

PROBLEM 4: Visa att funktionen f(x) = sin x saknar gransvarde
dd x — +o0.
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Ytterligare gransvarden

GRANSVARDE D3 x — —oo: Man definierar gransvardet d3
x — —oo analogt. Alternativt kan vi skriva att

lim f(x)= (—x).

lim f
X——00 X——+00

GRANSVARDE D& x — a: Om a 3r ett andligt tal behdver vi
kunna prata om

lim f(x), lim f(x), lim f(x).

X—a x—at X—a—

Till exempel sager vi att

lim f(x) = A

om:
for varje € > 0 finns § = d(¢) > 0 sd att

x—al<d = |f(x)—Al<e.
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Oegentliga gransvarden

OEGENTLIGT GRANSVARDE. Vi vill t ex kunna uttrycka att

xﬂToo f(X) = too,
vilket ska betyda att f(x) blir hur stor som helst d& x blir hur stor
som helst. Formellt blir det:
for varje (stort) tal 3 finns ett (andligt) tal w = w(() sa att

x>w = f(x)>p.

Vi vill dven kunna prata om det oegentliga gransvardet —oo, samt
att vi far oegentliga gransvarden aven d x — a, x — a™, och d3
X —a .
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Rakneregler for gransvarden

Nedanstdende galler oavsett om det handlar om gransvarde da x
gar mot oandligheten eller mot en andlig punkt.

SATS 1: Om lim f(x) = 0 och g(x) ar begransad, sa galler att
lim f(x)g(x) = 0.

SATS 2 Om lim f(x) = A och lim g(x) = B, sa har vi att
limf(x)+ g(x) = A+ B,

samt
lim f(x)g(x) = AB.

Om dartill B # 0 s3 galler
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Rakneregler for gransvarden |l

SATS 3 (sammansattningsregeln): Om lim g(x) = a och om
f(t) A di t— a

sa ar
limf(g(x)) = A.
Har kan A och a vara andliga saval som +oo eller —oo.

SATS 4 Om lim f(x) = A och lim g(x) = A, och om
f(x) < h(x) < g(x),

sa galler att lim h(x) = A.

SATS 5 Om f(x) < g(x) sé ar lim f(x) < lim g(x), om bada
gransvardena finns.
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Exempelproblem for gransvarden

PROBLEM 5: Bestam gransvardet
. X+ cosx
lim ————.
x—0 2+ x3

PROBLEM 6: Bestam gransvardet
. XCOSX—+sinx
lim ———

x—0 X + x2

PROBLEM 7: Berakna

lim (VX2 —x —x).

X—-+00

PROBLEM 8: Berakna

lim xsin —.
X

x—0
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Kontinuerliga funktioner

DEFINITION: En funktion f(x) ar kontinuerlig i en punkt xo om
f(xo) finns och
f(x0) = lim f(x).

X—X0

DEFINITION: En funktion f(x) ar kontinuerlig pa ett intervall /
om funktionen ar kontinuerlig i varje punkt pa intervallet.

EXEMPEL: Funktionen f(x) = xsin(1/x) for x # 0 blir
kontinuerlig i x = 0 och darmed pa hela linjen om vi satter
f(0) = 0.
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Satser om kontinuerliga funktioner

SATS 6: Om en funktion f(x) ar kontinuerlig i ett intervall [a, b]
och om f(a) # f(b) s& antar f(x) varje varde mellan f(a) och
f(b) pa intervallet.

SATS 7: Om en funktion f(x) &r kontinuerlig i ett intervall [a, b]
sa antar f(x) sitt max och min p3 intervallet.
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Exponentialfunktionen

Vi betraktar uttrycket
% n
E.(x)=(1+-) ,
()= (1+7)

dar n ar ett positivt heltal (som vi kan anta vara storre an x om vi
vill). Man kan visa att gransvardet

E(x) = lim Ey(x)

n—-+o0o

finns. Dessutom galler att

E(x) = lim E,(x).

n——oo

Vi infor talet e:

n—-+o0o n—-+o0o n

e=E(1)= lim E,(1)= lim <1+1>".
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Exponentialfunktionen Il

SATS 8: Vi har att for heltal p,q, g # 0:
E(px/q) = E(x)P/7.

Speciellt alltsa
E(p/q) = E(L)P/9 = e?/.

DEFINITION: Vi skriver e = E(x).
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