Existens och entydighet av I6sning.

Om differentialekvationen % = f(x,y) ar definerad och f(x, y)
och f;(x, y) ar kontinuerlig for alla (x, y) ndra punkten (xo, yo), da
finns det ett intervall (xo — €, xp + €), for ndgot litet € > 0, sa att
det finns en entydig 16sning y(x) som uppfyller

@ (x) = f(x,y(x)); pa intervallet (xo — €, x0 + €),
y(x0) = yo.



Separable differential ekvationer. Losning

. Antag att differentialekavtionen ar pd formen

Y ha(y)

Ekvationen g(yo) = 0 ger % = 0 som ger de konstanta losningar

¥ = yo. Pga local entydighet s& kan inte ndgon annan
losningskurva skara linjerna for dessa konstanta Iosningar, sa har
da g(y(x)) # 0. Vi dividerar differentialekvationen med g(y):

L dy _

@dx = f(x)

Vi integrerar bdda led och pga formel for variabelbyte far vi:

J i
— = X )ax + C.
g(y')dy



Linjara differentialekvationer, forsta ordningen

a(x)— + b(x)y = h(x).

P3 standard form:
— + b(x)y = h(x).



Existens och entydighet for linjara diff. ekv.

Om de givna funktionerna a(x), b(x) och h(x) samt a(x) # 0 pa
intervallet /, och xp € I, yp € R d& existerar en entydig l0sning
y(x) till differensialexvation p3 hela intervallet / sidan att

y(x0) = yo

Dvs. starvardeproblemet har en unik Iosning pa intervallet /



icke-linjara differentialekvationer, forsta ordning

Négra exempel
Exempel 1

dy
Z _9
dx vy

Losningar: y(x) =0, y(x) = (x — c¢)+ for alla reella tal c.
Losningar som skar {y = 0} ar inte entydiga.
Exempel 2

=2 oxy?
dx o

Losning for givet starvarde y(0) = yp ar unik, men
existensintervallet beror pa startvarde, For y(0) =1 har vi
|osningen

1

y(x) = 1_x2



Tillbaka till linjara diff.ekv.

dy
dx

kallas for inhomogen om h(x) inte &r noll.

+ b(x)y = h(x).

Motsvarande homogena diff.ekvation ar

dy
ax " b(x)y = 0.



Den homogena differentialekvationen

dy

— +b =0.

5 TPy
kan |osas genom metoden separation av variabler: Forst har vi
den triviala I8sningen y(x) = 0 for alla x. Annars y(x) aldrig 0 sa

vi kan dividera med y och flytta om:

dy
dx
= = —b(x
y (x)

Integration ger

og(y()) =~ [ b(e)de + .

Sammanfattningsvis far vi losningen

Y = Grexo(— [ ble)at).



dy
— 4+ 2y =1
de+y

Vi skriver diff.ekvationen pa standardform och loser sedan
motsvarande homogena ekvation (tillsvidare) - pa tavlan.



Losning av ihomogen diff.ekvation nar homogen

losning kand

Ansitt 10sningen y(x) = v(x)yn(x) dar yx(x) ar losningen till till
den motsv. homogena ekvationen. / alternativt multiplisera den
inhomoga standard form diff.ekvationen med faktorn (yp(x))~*.

Detta kommer att redusera diff.ekvationen till

vy hx)
dx 7 yp(x)

Efter integration och tillbakasattning far vi ch slutligen

V) = ([ )+ )



Alternativ formulering av ovanstdende Faktorn

m(x) = (yn(x)) ™! = exp( ™ b(x')dx kallas integrerande faktor..
Efter multiplikation av av bada sidor av den homogena
differentialekvationen

% + b(x)y = h(x).

med den integrerande faktorn m(x) far vi alltsd differentialekvation.

d(m(x)y(x))

2] = m(x) ()

vilken vi kan integrera och sedan I6sa ut y(x).



Fran startvaredt (exempel y(1) = 1) kan integrations-konstanten i
|osningen bestammas.



