KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer 1.

Kontrollskrivning nr 1, mandagen den 10 september 2012, kI 08.15-09.45.
BETA, Mathematics Handbook ir tillatet hjalpmedel.

1. Klassificera med avseende pa stabilitet de kritiska punkterna (stationara losningarna ) till den
autonoma differentialekvationen y’ = y(y +1)(y —1).
Bestam de startvéarden y, for vilka lim y(x) ar andligt.
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Losningsforslag:

Vi borjar med att bestamma de stationara losningarna. De erhalles da derivatan ar lika med noll.
Vi far foljande losningar: y, =0, y, =—1 och y, =1.

Nu over till det endimensionella fasportrittet. Vi studerar derivatans tecken.
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¥, =0 ar asymptotisk stabil

v, =—=1,03; = 1 ar instabila.

Grinsvirdet existerar for {y, : 1<y, <1}. Gransvirdet ir beroende av startvérdet.
For y, = —1 @r gransvérdet lim y(¢) = —1.

t—> o0
For —1 <y, <1 4r gransvardet lim y(r) =0.
— oo
For y, =1 ar gransvardet lim y(¢) =1.
t—> o0

SVAR: De stationara losningarna ar y, =0, y, =—1 och y, =1.
y, =0 ar asymptotisk stabil

¥, = =10, =l dr instabila.

Grinsvirdet existerar for {y, : —1<y, <1}.

For y, =—1 4r gransvérdet lim y(¢) = —1.

t—> oo

For —1 <y, <1 ar gransvardet lim y(¢) =0.
t— o0

For y, =1 ar gransvardet lim y(¢) =1.

t— oo

1
2 I en differentialekvation har substitutionen y=— gjorts.
Z

Da har differentialekvationen xz"—z= x, x>0 erhallits.
Bestam den losning y = y(x) som uppfyller villkoret y(1)=1.
Bestam @ven losningens existensintervall.

Los oy sfor T
1

Vi har en linjar differentialekvation. Omforma den till normalform. z’——z=1 (1)
X

;ldx . -1 1
Bestim en integrerande faktor. ¢’ * =e " =™ =—
X
1 1 1
Multiplicera (1) med integrerande faktor. —z7"——z=—
X X X
N . . d(1 1
Nu kan det nya vanstra ledet skrivas som en derivata. I —z|=-.
X X
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Integrera med avseende pa x. Lolnx+C eller z=x(Inx+C) .
X

1 1
Vihardaatt y=—=———_Villkoret y(1)=1 ger C=1.
z x(Inx+0O)
1
Den sokta losningen ar y=—————.
x(14+1n x)

Har skall x(1+Inx)#0, Inx#-1, x e ' =

QR | =

Losningens existensintervall skall innehalla x =1 .

1
Vi far foljande existensintervall. {x =< x}.
e

1 1
SVAR: Den sokta losningen dr y = ———— och existensintervallet ar {x =< x} .
x(1+1nx) e

3.. En tank, pa 300 liter innehaller 200 liter vatten och 100 gram salt.

En saltlosning med 4 gram per liter pumpas in med hastigheten av 4 liter per minut.
Den viélblandade 16sningen pumpas ut med en hastighet av 2 liter per minut.

Nar ar tanken fylld ?

Vad ar koncentrationen i tanken da den ar fylld ?

Losningsforslag

Vi skall bestimma tidpunkten, ¢ f,dﬁ tanken ar fylld.
Den erhalles ur ekvationen 300 = 200 + 1,(4-2) vilket ger ¢, =50.

Lat S(¢) vara saltmangden i tanken vid tiden ¢ .

Vi staller upp begynnelseviardesproblemet for tanken.
ds() 4.4-2 S()

-2-— -, §(0)=100
dt 200 +t(4—-2)
Vi har en linjar differentialekvation av forsta ordningen och vi bestimmer dess losning med
ds(t 1
hjalp av integrerande faktor. Om forma forst differentialekvationen S@) + 700 tS(t) =16.
+
dt
En integrerande faktor ar e 0% =¢™ "% =100 +1 .
Multiplicera differentialekvationen med 100 +7¢ .
ds(t
Vi far (1000 + t)% +8(t) =16(100 +1)
d
och det nya vinstra ledet #r en derivata E((IOO +1)S(1))=16(100 +1) .
Integrera med avseende pa z: (100 +1)S(z) =8(100 + t)2 +C.
Villkoret S(0) =100 ger C =100 -100—8(100)* = =7 - 10000 =—70000 .
8(100+1)* — 70000 70000
Saltmangden i tanken vid tiden ¢ 4r S(¢) = ( ) =8(100 +1)— .
100 +¢ 100 +¢
70000 1400 2200
Saltméangden vid fylld tank ar S(50)=8(50 +100) - ———=1200 - —=——.
100 + 50 3 3

S(50) 2200 22 -
— =— =2,4 gram per liter.
300  3-300 9

Vid starten var koncentrationen i tanken 0,5 gram per liter.

Koncentrationen 1 tanken vid fylld tank ar

SVAR: Tanken &r fylld efter 7, = 50 minuter .

22
Koncentrationen i tanken vid fylld tank ar ry =~ 2,4 gram per liter.
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