OBS! SKRIV TYDLIGT ! OBS! INGA LOSA PAPPER LAMNASIN !

EfternamnFornamnPersonnummerProgram
|1 ]2]|3]Summa|Betyg |

KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer I.

Kontrollskrivning nr 2, mandagen den 24 september 2012, kI 08.15-09.45.
BETA, Mathematics Handbook &r tillatet hjapmedel.

1. Enl6sning till den homogena differentialekvationen tydft) - ty&t) +y(t)=0, t >0

a paformen y(t)=t", nT N ( n & ett naturligt tal).
Bestdm allménna |6sningen till den inhomogena differentialekvationen

t2yaft) - tydt) +y(t)=9t*, t>0.

L 8sningsforslag:

Vi ansétter y(t) =t".

Inséttning i den homogena differential ekvationen ger

t’n(n- Dt - tnt" "t +t" =0

t"(n(n- 1)- n+1)=0

t"(n- )(n-1)=0

Vierhdller n=1 och sdledes & y(t) =t enlosning till den homogena differential ekvationen.
( En okulérbesiktning av den homogena differentialekvationen ger direkt detta))

For att bestdmma den allménna 16sningen till den inhomogena  differential ekvationen
anvander vi reduktion av ordning.

Sétt y(t) = tz(t) i den inhomogena differentialekvationen.

t*{tzdt) + 2z4t)} - t{tzt) + A1)} +tAt) = ot*

t°z8t) +t°z4t) = ot* | tzqkt) + z¢t) = 9t° .

Ordning kan reducera genom att sétta u(t) = z€t) , ugt) = z6kt).

Vi f& tudt) + u(t) = 9t°>. Observera att vénstraledet &r en derivata.

( Annars bestémmer man en integrerande faktor och multiplicerar ekvationen med den. )

%{tu(t)} =ot

Integrera med avseende pat .
tu(t) = 3°+C,

u(t) =3t° +TC1

Men z4t) =u(t) ochvi f&r z¢t) =3t + % .
Integrera med avseende pat .

At)=t>+C,Int +C,

Den almanna I6sningen till den inhomogena differentialekvationen &r
y(t) = tz(t) =t* + CtInt + C;t

Héar & C, och C, godtyckligareellakonstanter.

SVAR: Den dlméanna l6sningen till den inhomogena differentialekvationen &r
y(t) =t* +CtInt+C¢t
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Vad hander med en partikel placerad i punkten (3,4) efter lang tid ?
Bestdm aven systemets allménna 10sning.

2 Antag att en partikels rorelse gesav systemet X ¢=

L &sningsforsl ag:

Bestam forst matrisens egenvérden.

. . ) g4 1%
Deerhallesur ekvationen 0 = det(A- Al) dar A =1 o o

-4-n -1
ViférO:‘ L J:x2+4x+13:(x+2)2+9.Egenvardenarx =-2+3i.

En partikel placerad i punkten (3,4) hamnar efter [ang tid i origo,

ty realdelen av egenvardet & negativt.

Den alméannalosningen & en linjarkombination av tvalinjart oberoende |Gsningar.
Vi borjar med att bestémma en komplex |6sning och da behovs aven en egenvektor.
Vi tar egenvérdet A =- 2 +3i och sétter indet i ekvationen (A- AM)K =0.

?4- (-2+3) -13 5 ?2- 3i -130 e@ 3ig

1 0-(-243)g" 0 & 1 2.3 O KT 4

3i¢
En komplex l6sning & Z = €' 2+3)teg 0
e-1g

Redl- och imaginérdel av den komplexa l6sningen ger tvalinjart oberoende |Gsningar.
Vi omformar den komplexa l6sningen.

Z= e2t(0053t+|sm3t@20 ?oo
1o eOzg

z=e” gos?»@z O s n&?ﬁg + |€e cos3t336 +si n:etE?2 Oﬁ

?cosSt +3sin3 to 8330033 t+2sin3 ty

- cos3 t ﬂ -sin3 t [/
cos3t +3sin3 ty 3cos3 t +2sin3 t;
é O och X, =Imz=¢ 2‘? 0

-cos3t o -sin3 t o
Den allménnalosnl ngen &

Z=¢*
X,=ReZ=¢

cos3t +3sin3 tg L @3cos3 t+2sin3 ty
+Ce

e -cos3t @ e -sin3 t [}

2t

X =¢cX, +cX, =ce

SVAR En partikel placerad i punkten (2,3) hamnar efter [ang tid i origo.
Den almannaldsningen &

cos3t +3sin3 tg . @3cos3 t+2sin3 ty
+Ce

e -cos3t @ e -sin3 t [}

2t

X=6X, +6X, =ce
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Klassificera de kritiska punkterna med avseende pa stabilitet/instabilitet
samt ange typ ( nod, sadelpunkt, spiral).

L 6sningsforslag

3. Bestéam de kritiska punkterna till systemet X ¢=

Bestam forst de kritiska punkterna.
| de kritiska punkterna &r hastighetS/ektorn likamed nollvektorn.

@(% &3y + X +20
e y- X 3
Vi erhdller foljande |ckeI|nJara ekvationssystem:
é%3y+x +20 ?@ | y-3y+2=0
& y-x2 g €08 {x=ty '
De kritiska punkternaar: (1,1) och (- 1,1).
For att klassificera de kritiska punkterna studeras dessalokalt. Vi kan daantingen inforaett nytt

koordinatssystem med origo i den kritiska punkten och tamed den linjéara delen av systemet eller
direkt bestdmma Jacobimatrisen i den kritiska punkten. Vi véjer det senare.

Hastighetsvektorn

B3y + X2 +2H X -35
Hastighetsvektorn é(qb Y + ger 0ss Jacobimatrisen g(l(X)—682 30.
ey e y- x> 2 e-2x 1log

Inséttning av respektive punkt ger ossen matris, vars egenvarden avgor typ och stabilitet.
Egenvéardena A till en matris A erhdlles ur ekvationen det(A - M) =0.

@2 2-\ -3 )

Punkten (1,1) ger g§1,1) =% £2 14 5 1.1 =N -3N-4=(A+1)(\- 4).
Skilda reella egenvarden med olika tecken innebédr att den kritiska punkten & en sadelpunkt
och darmed instabil.

? 2
Punkten (- 1,1) ger g&1-1) :é 5

0ochV| f&r0= ‘

-3 -2-)» -3
30ochvifé’\rO: =N +h+4= ()»+—) +§.
lo 2 1-A 4

Komplexa egenvérden med negativ realdel innebédr att den kritiska punkten & en stabil splral.

Detta gdler aven for det icke-linjéra systemet.

SVAR: (1,1) & sadelpunkt och déarmed instabil. (- 1,1) punkten & en stabil spiral.



