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APPROXIMATION, EXISTENS OCH ENTYDIGHET FOR ORDINARA
DIFFERENTIALEKVATIONER

Hér presenteras de grundliaggande argumenten for approximation, existens och entydighet av 16sningar till
ordinara differentialekvationer, med hjélp av ett konvergensbevis for Eulers metod. Dessa tre begrepp, ap-
proximation, existens och entydighet, &r fundamentala for att hantera differentialekvationer: nar vi anvander
en differentialekvation vill vi veta att den har en 16sning och om det finns flera eller bara en 16sning med
samma data. Det ar svart att forestélla sig en 16sning som inte kan approximeras, vilket intimt hdnger sam-
man med att om den finns ar den approximerbar. Det &r enklare att inse att vissa lésningar kan vara svarare
att approximera noggrant 4n andra (i den meningen att battre upplésning kravs, dvs mer berdkningsresurser).
Avsikten med beviset som du har framfér dig ar att formedla sadan insikt; t.ex. varfor kan det vara svart att
gbra en noggrann berdkning av en 16sning till en differentialekvation 6ver lang tid, nér &r 16sningen entydig
och har dessa fragor med varandra att gora?
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1. KONVERGENS AV EULERS METOD

Vi studerar férst konvergens av Eulers approximationsmetod for differentialekvationen y/(t) = f(y(t)) med
begynnelsedata y(0) = yo och t € [0,T]. Det forsta steget ar att utvidga Eulerapproximationen, g(t,), fran
berdkningspunkterna, ¢, = nT/N, n=0,1,2,..., N, till alla punkter ¢ € [0, T].

Steg 1. Betrakta en indelning av intervallet [0, 7] med berikningspunkterna #,, = nT/N, n =0,1,2,..., N
och definiera den diskreta Eulerapproximationen

(1) G(tns1) — G(tn) = (tngr — ) f(Y(tn))  forn=0,1,2,...,N — 1.
Utvidga nu ¢ till en kontinuerlig styckvis linjar funktion

g(t) = g(tn) = (¢ — ) f ((En))
= /tt f(g(tn))ds &, <t <ipi1,

n

(2)

se Figur 1. Med andra ord 3 : [0,7] — R¢ 1éser den ordinéra differentialekvationen

y'(s) = f(s,9)
dér f dr styckvis konstant med f(s,y) = f(y(f,)) for &, < s < fu41 och virdena av funktionen ¥ i
berdkningspunkterna bestdms av Eulers metod (1).
1
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Sats 1 (Konvergens av Eulers metod). Lat § och § vara Eulerapproximationer av den ordindra differentialek-
vationen

(3) y'(t) = f(y(t)) 0<t<T ochy(0)=uyo

med berdkningspunkerna t, = nT/N, n = 0,1,2,...,N respektive t = mT/]\zf, m = 0,1,2,...,]\27 och
At := max(T/N,T/N). Antag att det finns en konstant C' sd att

(4) [f(2) = f)] < Clz =yl och max (|f(0)],]y(0)]) < C.

Da finns en konstant B sa att

i), 15()]) < B
(5) max, (lg(e)l, lg@)]) <
och
N .
(6) e, 1y(t) —y(t)| < BAt
Y(t)

t t

FIGURE 1. Kontinuerlig styckvis linjar Eulerapproximation med Y (¢) := g(¢).

En funktion f som uppfyller (4) ségs vara Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstanten C. Innan vi
bevisar satsen ger vi exempel pa funktioner som &r Lipschitzkontinuerliga och pa funktioner som inte &r det.

Exempel 1. Antag att f: R — R har begransad derivata

!
<C.
max |/ (y)| < €

Da géller att
[f(2) = f(y)l < Clz =y
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ty Taylors formel ger
Lg
£G) = W) =1 [ Gof(s=+ (1= s)w)as
O1
= \/0 f(s2+ (1= s)y)ds(z — )|

1
s/o (52 + (1 — 5)y) |ds]z — 1]
< Clz—y|.

Om f : R? — R #r Jacobianen f/(y) en d x d matris och om denna matris har begrinsad norm |f(y)| :=
max,cra | f'(y)v|/|v] = C galler ocksa (4). O

Exempel 2. Funktionen f : R — R definerierad av y — |y| &r Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkon-
stanten C' = 1, men f &r inte deriverbar i punkten y = 0. Vi ser alltsa fran Exempel 1 att méingden av

Lipschitzkontinuerliga funktioner innehaller och &r stérre &n méngden av funktioner med begrénsad derivata.
O

FIGURE 2. Funktionen y +— |y| med odefinierad derivata i punkten y = 0.

Exempel 3. Funktionen f : [0,00] — R definierad av f(y) = \/y uppfyller inte (4) i omradet y > 0 ty

\/5—\/?‘: [
z—y VZ+ .y

nar z,y — 04.
Funktionen f : [c,00] — R definierad av f(y) = |/y, for en positiv constant ¢, uppfyller (4) ty

R | Bl
A vy N

for z > cochy > c. O

1.1. Eulerapproximationer av integraler. For att underlatta lasningen av beviset av satsen gor vi forst
det enklare men liknande konvergensbeviset for integraler med Eulers metod. I den vanliga konstruktionen
och existensbeviset av integralen fOT g(s)ds i envariabelanalys anvéindes approximation med Riemannsummor,
vilket &r en variant av Eulers metod, och konvergensen visades nir integranden g var likformigt kontinuerlig;
hér anvander vi g som ar Lipschitzkontinuerlig och far da en konvergenshastighet som &r proportionell mot
indelningens storlek At. Att bestamma integralen fOT g(t)dt &r med hjalp av integralkalkylens fundamentalsats

detsamma som att 16sa differentialekvationen y'(t) = ¢(t) med begynnelsdata y(0) = 0, ty y(T) = fOT g(t)dt.
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16 ]

_—

FIGURE 3. Funktionen y — ,/y med oandlig derivata i punkten y = 0.

Eulermetodens approximation av integralen fo t)dt da skrivas som

N— T
§:j £)(Fst — t)z/0 g(t)dt

med den styckvis konstanta funktionen g(t) := g(t,) for t € [t,,tn11), se Figur 4. Skillnaden mellan tva
Eulerapproximationer blir da

_ T
I—f:/ g(t) —g(t)dt.
0 S
=:Ag(t)

Vilj t € [tn, tni1) N [Em, tme1) och dela upp integranden i tva delar genom att addera och subtrahera g(t)

Ag(t) = g(tn) — g(?m)

Lipschitzvillkoret |g(t) — g(s)| < C|t — s| ger for t € [tn, tny1) N [Ems tms1)
|R1| < Clt —t,| < CAt

(s) h
|Rs| < Clt — Ln| < CA
sa att
~f=1 / — gty
o) < [~y
T
S RUARUAT
0
< 20TAt

d.v.s. skillnaden mellan tva Eulerapproximationer av en integral &r mindre &n 2CT At.
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g(t)

glt,) -

g(to)_

FIGURE 4. Eulerapproximation av en integral Y (1) = fol g(t)dt .

1.2. Eulerapproximationer av differentialekvationer. Med beteckningarna (1) i satsen kan vi skriva (9)
som |§(T) —g(T)| < 2CTAt. 1 konvergensbeviset av Eulerapproximationer till differentialekvationer kommer
vi se att det finns en ny term

(10) 9s) ~ 5) < A+ C [ (o) - gto),

0
se (16). Den grundlidggande idén {or att utvidga konvergensbeviset av Eulers metod for integraler till allménna
differentialekvationer ar féljande lemma, som hanterar den extra termen.

Lemma 1 (Gronwalls lemma). Antag att det finns positiva konstanter A och K sa att h : [0,T] — R satisfierar
olikheten

(11) h(t) < K/t h(s)ds+ A, te0,T).
0

Da gdller uppskattningen
h(t) < Ae®T) te(0,T).

Bevis av Lemma 1. Lat I(t) := fot h(s)ds. Da ger (11)

I't)< KI+ A

Kt

och multiplikation med den integrerande faktorn e~ ** visar

%(I(t)e_m) =I'(t)e Kt —I(t)Ke Kt < Ae KL,

Integrera fran 0 for att erhalla

e KUI() — 1(0) < / peKogs = A ety
0

=

och I(0) =0 ger
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som insatt i (11) visar resultatet
h(t) < KI(t)+ A < AeXt,
U

Bevis av Satsen. For att bevisa (6) antar vi forst att (5) géller. Beviset av (6) adr uppdelat i foljande steg:

1. Eulerapproximationen utvidgas till alla tider,
2. anvénd Lipschitzantagandet (4) for skillnaden av Eulerekvationerna, som i kapitel 1.1,
3. tillampa Gronwalls lemma.

Steg 1 gjordes (2).

Steg 2. Subtrahera de tva Eulerlésningarna for att fa

(12 95) = i(5) = g(0) ~ 5+ [ fit.9) ~ Ft.5)
0
=0 N
Vi kan som i (7) och (8) dela upp integranden genom att addera och subtrahera f((t)) och f(g(t))

Af(t) = f(5(En) = £(5(En))
= J) - 1@®)

Ry
+ f(5) = f(5(1)
=:Ro>

R3
dér t € [t tms1) N [fn, tny1). Antagandet (4) medfor
(13) [Ral = £ (5(E0)) = fF(5(1))] < Cly(ta) — 5(t)]
och
(14) [f(2)] < Clz[ + [f(0)] < C(1+|2]).
Tillsammans ger (2) och (14)
(15) 5(tn) — 5(E)| = (t — E)If (5(Ea))| < C(L+15(En)]) (E = En).

Kombinationen av (13) och (15) implicerar
[R| < C*(1 + |8 ) (t — 1)
och pa samma satt _ _
|R3| S 02(1 + |§(tm)|)(t - tm) .
Lipschitzantagandet (4) visar att
|Ra| < Cly(t) — (1),
som vi ndmnde i (10). Dessa tre olikheter medfor med hjélp av (5) att
[Af(B)] < [Ruf + [Re| + | Rs]
< Cly(t) = gO)] + C* (1 + [g(E)[) (t — ) + C (1 + [5(Em)]) (¢ — Em)
< Clyt) — g(t)| +20%(1 + K) At
—_———

=:Cq
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vilket insatt i (12) ger
S
|m@—§wns/"mmw—ﬂww+aAuu
0

(16) s
gc/ 15(t) — §(t)|dt + C1TAt for s € [0,T].
0

Steg 3. Tillampa Gronwalls lemma pa uppskattningen (16), med K = C och A = C1TAt, for att erhalla det
onskade resultatet (6)

5(t) — §(t)| < C1TALCT e 0,T).

Det aterstar att bevisa uppskattningen (5). For detta ska vi anvdnda en diskret variant av Gronwalls
lemma.

Lemma 2. Antag att det finns positiva konstanter K och A sa att
Yn < Kyp_1+A n=12,....N
da gdller att

v < Kryo+ AL K #£1
"= Yo + An K=1.

Lemma 2 bevisas i (17) nedan. Eulers metod

?j(fn) = ?j(fnfl) + Atf(@(t_n—ﬂ)
och antagandet (14) visar att
|5(tn)| < 1G(En—1)| + CAL(L+ [g(ta-1)]) = (1 + CAY)|y(Fn-1)| + CAt.
Lemma 2, med K =1+ CAt och A = CAt, ger da att
e _ (1+cAn)™ -1
<(1 At)" At—— —————
7)) < (1 + CAn ()] + AT~
vilket tillsammans med )
(1 4 CAt)n S eCnAt _ eCt"
visar (5)

[§(E)| < e 1g(0)] + et — 1.

O

Bevis av Lemma 2. Vi har
Yn < Kyn—1+ A
<K(Kyp2+A) + A
=K%, 2+ A(l+ K)
< K*(Kyn—3+A) + Al + K)
<K%y, 3+ A1+ K + K?)
<K'+ A1+ K+...+ K"
B { K"yo—i—AI?;:ll K#1
Yo + An K=1.

(17)
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2. EXISTENS AV LOSNINGAR TILL ORDINARA DIFFERENTIALEKVATIONER

Satsen visar att

G(t) — g(t)] <
(18) tgﬁgﬂy@) y(t)] < KAt

det vill sdga skillnaden mellan de tva Eulerapproximationerna ar godtyckligt liten om At ar tillrackligt litet.
Om vi bildar en foljd av Eulerapproximationer dar At — 0+ far vi ett gransvérde y(t) ty

ly(t) — ()| < KAt —0+.
Detta griansvirde y(¢) uppfyller ekvationen

t
v0) =90+ [ Flus))ds
0
eftersom gransovergang i representationen (2) ger

y(t) = Jim 3(t)

Jim (50 + [ () ds)

= lim g(0)+ lim f(y(s))ds

At—0+ At—0+ 0
—_———
=Yo
t
— () + / £(u(s))ds,
0

déar sista likheten foljer av att approximationen av integralen konvergerar

| / F(5(s))ds - / Fy(s))ds| < / 1£(5(5)) — £ (y(s)) |ds

<KAt
< CKTAt — 0+, nirAt—0+ .

Vi ser alltsa att Eulerapproximationen konvergerar mot en I6sning till ekvationen i integralform

Integralkalkylens fundamentalsats visar da att

La(t) = 1 (u(1).

eftersom s — f (y(s)) ar kontinuerlig pa [0, 7] (varfor?), sa gransvirdet y(¢) av Eulerapproximationen nér
At — 0+ &r en 16sning till differentialekvationen (3).

3. ENTYDIGHET AV LOSNINGAR TILL ORDINARA DIFFERENTIALEKVATIONER

Vi ser att differentialekvationen har en l6sning, men 4r den entydig? Antag att vi har tva 16sningar y; (¢)
och ys(t). Da géller

y1(t) — y2(t) = y1(0) — y2(0) +/o F(y1(s)) — f(y2(s))ds

=0
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sa Lipchitzantagandet (4) ger

(1) — ()] < © / lya(s) — ya(s)|ds

och Gronwalls lemma visar att
ly1(t) —y2(8) <0 0<t<T,

det vill siga, y; = yo, sa vi har i sjilva verket en entydig 16sning for differentialekvationer (3) nir f uppfyller

(4).

Exempel 4. I detta exempel studerar vi differentialekvationen (3) med f(y) = /y, som enligt Exempel 2
inte uppfyller villkoret (4). Differentialekvationen y'(t) = /y(t), t > 0 med begynnelsedata y(0) = 0 har
flera olika l6sningar: y(t) = 0 for alla ¢ &r en 16sning, en annan dr y(t) = t?/4 (som hittas med separering av
variabler) och ytterliggare andra l6sningar ar

y(t)z{ 0 t<a

% t>a,

for varje a € [0,00). Detta visar att sdka existens och entydighet till differentialekvationer i méngden av
problem som uppfyller (4) &r tillfredstillande stor, eftersom vi har exempel pa att 1osningen inte ar entydig
om (4) inte géller. O

FIGURE 5. Fyra olika 16sningar till ¢/(t) = 1/y(t), t > 0 med begynnelsedata y(0) = 0.

Exempel 5. Notera att vi kan anviinda beviset for system av differentialekvationer dér y : [0,7] — R? med
d > 1. Till exempel kan vi fér y : [0, T] — R skriva ekvationen y'(t) = g(y(t),t) som ett system med variabeln

z = (y,t) och fi(z) :=g(y,t) och fa(z) :=1sa att 2/(s) = f(z(s)). O

4. STABILITET FOR EN SKALAR EKVATION

Vi kan anvénda tekniken i Gronwalls lemma for att bevisa foljande stabilitetssats
Sats 2. Lat y1 € R vara en jimviktspunkt till den skaldra differentialekvationen
(19) y'(t) = g(y((®)),

dar funktionen g dar differentierbar i en omgivning till y1. Om ¢'(y1) < 0 dr y1 en asymptotiskt stabil
jamuiktspunkt, d.v.s y(t) — y1 ndrt — oo.
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Bevis. Idén ir att visa att (y(t) — y1)2 — 0, nér t — oo och y(0) &r tillrickligt néra y;. Ekvationen (19)
och differentierbar g ger

S0 )’ =

=0
2
=2¢"(y1) (y(t) —=31)” +o((y —11)*)-
Om |y — yy| r tillrdckligt litet dr o((y — y1)?) < —g'(y1)(y — y1)?, sa
d
S =) <d' )y —um)*.
Den integrerande faktorn e=9 (vt ger som i Gronwalls lemma
d 7
(e y(t) = y1)?) <0

d.v.s. funktionen e=9 Wt (y(t) — y1)? &r avtagande och da géller att
Wy (1) )7 < eI O (y(0) — y1)?

vilket visar det énskade resultatet (y(t) — y1)2 < 9 Wt (y(0) — y1)2 — 0 nir t — oo, eftersom ¢'(y1) ar
negativ.



