Institutionen for Matematik, KTH
Kontrollskrivning 2, Differentialekvationer IT 12/3 2013, 10.15-12.00
Beta Mathematical Handbook dr tillatet hjdlpmedel.

(a) Rad for att undvika poangavdrag: Skriv losningar med fullstindiga meningar och utforliga
motiveringar; forklara symboler som infors; formulera given information i borjan lat sedan
varje foljande steq i ditt resonemang bygga pa vad du skrivit tidigare; avsluta med en slutsats
i en fullstindig mening. Kursbokens presentation ar en forebild, men inte ldrarens forkortade
skrivsdtt pa tavlan.

(b) Varning: Svar utan noggrann forklaring ger inga podng.

Skrivningen har tre uppgifter. Ldmna in l6sningar till hogst tva av dessa (om tre limnas rdttas
de tva sdmsta). Fem podng rdcker for godkind kontrollskrivning.

1.(4 podng) Populationen z(t) och y(t) av tva arter beskrivs av systemet

7' (t) = z(t) (4 — 4z(t) — 4y(1))
y(t) =y(t) (3 — 4y(t) — 22(t)) .
la. Verifiera att (z,y) = (3,3) ar en jamviktspunkt till systemet och bestdm karaktéren av

jamviktspunkten.
1b. Bestam limy .o (2(t),y(t)), om (2(0),4(0)) &r néra (3,31).

Ekvationen kan skrivas
2 =dx — 42% — 4oy =: gl(-rvy)
y' =3y —4y* — 2zy =: ga(x,y)

vars Jacobian
/ | 4-8r—4y —4x
g(xay)_[ _2y 3—83]—2.’17

Vi ser att g(%, %) = (0,0) och alltsa &r (%, %) en jamviktspunkt. I jamviktspunkten ar
11 -2 =2
- Z =
933 [—1 —2]'
Jacobianens egenvarden A l6ser

0=(-A=2)(-A—2)—2=(\+2)2-2

som ger A = —2 £ /2 och bada egenvirden &r negativa. Eftersom egenvirdena &r negativa har det

linjariserade systemet, X'(t) = ¢/(3, 3) X (t), samma karaktir lokalt kring X = (0,0) som vért ursprung-
liga ickelinjéra problem har kring jamviktspunkten och dérfor ar jamviktspunkten (%, %) asymptotiskt

stabil, d.v.s. limy_ s (:z:(t),y(t)) = (%, %) om (m(t),ly(t)) ar nara (%, %)
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2.(4 podng) Utbdjningen u(x,t) av en svingande strang med ldngden 1, som &r fast inspand i
andarna, loser vagekvationen
Pu(z,t)  0*u(z,t)
(1) o Ox?
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

, O<z<l, t>0

med begynnelsevillkoren u(x,0) = 0 och % =1f6r 0 <z < 1. Bestdm u(z,t) som en
Fourierserie.

Variabelseparation u(z,t) = X (2)T(t) insatt 1 (1) ger T"(t) X (z) = T(t) X" (x) och
T”(t) B X"(x)

= = konstant = A .
A0 X () onstant = A
Den sista ekvationen och dess randvillkor X(0) = X (1) = 0 har de nollskilda l6sningarna X (x) =
sin(nrx) for A = —n?7? och n = 1,2,3,..... Detta ger T"(t) = —n?72T(t), som har I6sningen

T(t) = ay cos(nmt) + by sin(nwt) och T(t)X (x) = (an cos(nmt) + by, sin(nnt)) sin(nwz) for godtyckliga
konstanter a,, och b,. Eftersom (1) ar linjar far vi
u(x,t) = Z (an cos(nmt) + by sin(nmt)) sin(nrz) .
n=1

Fourierkoefficienterna a,, bestdms fran begynnelsevillkoret u(z,0) = 0 till

oo
0= Z an sin(nmz)

n=1

som ger a, = 0 for alla n =1,2,3,... . Fourierkoefficienterna b,, bestams fran begynnelsevillkoret
a 0) «
1= uz, Z — nmay sin(nw0) + nwb, cos(nm0)) sin(nrz)

till

o0

1= Z nwby, sin(nmx)

n=1

vilket ger
! cos(nmz),; 2
nwb, = 2/0 sin(nmx)dx = 2[—7]0 = E(l —(-1")

och Fourierserien u(x,t) = o2 # (1= (=1)") sin(nmt) sin(nrz).

3.(4 podng) Formulera och motivera Parsevals relation for en Fourierserie. Bara formulering ger
inga poang och motivera betyder att harleda, t.ex. som i kurslitteraturen.
Se (1.20) i kapitel F1.3.



