Laboration3: Energin och metoder for Hamiltonska system

Denna laboration handlar forst om att studera Keplerproblemet
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och jamfora olika numeriska metoders approximation over langa tider. En viktig egenskap ar
att bevara systemets energi; laborationen belyser ocksa kvalitativa likheter med vagekvationen,
molekyldynamik och planetsystem.

Kepler upptackte med hjalp av nogranna matningar att planeterna i solsystemet ror sig i elliptiska
banor med solen i en brannpunkt (Keplers forsta lag, 1609). Newton forklarade (1687) denna rorelse
med gravitationskraft (proportionell mot 1/7? dér r ar avstandet) och relationen mellan krafter och
acceleration (Newtons andra lag). Detta visade végen for att studera himlavalvets mekanik med
hjalp av differentialekvationer. Nu anvinds Newtons mekanik ocksa for att studera molekyldynamik
och mycket annat. Syftet med denna laboration ar att se att totala energin bevaras for sadana
differentialekvationer (inklusive vagekvationen) och studera hur olika numeriska metoder hanterar
energin och approximation 6ver lang tid.

Valj tidsteget och antal steg lagom stora sa att berdkningen inte tar for lang tid och plottarna
ser vettiga ut. (Kanske &r steglangden 0.05 bra med 5000 steg for andra ordningens metoder och
steglangden 0.0005 med 500000 steg for forsta ordningens metoder). Beteckningarna fér en vektors
komponenter &r y = (y1,%s, - . .,%4) € R? och vektorns virde vid tidsteg n ar y™.

1. Jamfor de fyra metoderna framat Euler (explicit Euler), bakat Euler (implicit Euler), mittpunkts-
metoden och symplektiska Euler, som tar f6ljande form for v’ = f(y), At = h,y™ ~ y(nh)

Yyt =" + hf(y") framét Euler
Yyt ="+ hf(y™™!) bakat Euler
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Yyt =y hf(ﬁ(y" + y"“)) (implicita) mittpunktsmetoden,

och for ett Hamiltonskt system

q=0,H(p,q),
p = _aqH(p7 Q>7



(dér 0, &r gradienten med avseende pa p = (p1, ps)) ar symplektiska Eulermetoden

qn+1 — qn + hap]¥(pn+1’qn)7
Pt =p" = hOH (P, ).

a) Visa forst att (1) ar ett Hamiltonskt system med Hamiltonianen
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H(p,q) = §|10|2 T

dar |q| = vaf + ¢
b) Visa att energin H (p(t), q(t)) dr konstant for den exakta lésningen (1).

c) Plotta banorna (ql(t), qg(t)) i koordinatsystem i planet, for de olika metoderna med begynnelse-
data
1+a

l1—a

ql(o) =1-—a, QZ<0> =0, pl(o) =0, p2(0) =

dér 0 < a < 1 kallas excentriciteten. Ekvationen (1) &r det s.k. tva-kropps problemet, dér tva
kroppar attraherar varandra med Newtons kraft och koordinaterna véljs sa att ena kroppen ar i
origo. Newton visade matematiskt att banan blir en ellips med excentricitet a. Kepler sag sadana
planetbanor tidigare. Valj t.ex. a = 0.5.

d) Vad héander med energin H (p(t), ¢(t)) som funktion av ¢ for metoderna?

2. Det enklaste Hamiltonska systemet ar

y =iy (2)
dar ¢ ar den imaginara enheten och y(t) € C. Vi ser att Hamiltonianen ar |y|?/2 och att realdelen
och imaginérdelen av y 16ser harmoniska oscillator ekvationen & = —z. Ekvationen (2) lampar sig

for att med explicita kalkyler jamfora numeriska metoder analytiskt. Bevisa att energin, dvs H
som funktion av ¢, ar

vaxande for framat Eulermetoden,
avtagande for bakat Eulermetoden,

konstant for mittpunktsmetoden och exakta 16sningen.

Fér den symplektiska Eulermetoden &r energin (¢")?/2 + 225 ((p"™ + p")/2)? oberoende av n, dir
cos =1 — h?/2, men det behover inte undersokas.
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3. Vagekvationen
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%(t,fc) = CQ%(W), t>0, z€(0,1)

u(t,0) = u(t,1) =0,

dir ¢ #r konstant (ljud/ljus hastighet), kan approximeras i tva steg: definiera vektorn u(t) € RV*1,
dar ﬂj(t) >~ u(t,]/N) fOI"j = O, 1, 2, ey N och lat NZ(ﬂj+1(t) — 212](15) +aj,1(t)) ~ Pu (t,j/N) vara

— a2
den vanliga approximationen av andraderivatan, sa far vi féljande system av differentialekvationer

d*u;(t)

= EN? (@41 (t) — 20;(t) +uj1(t)), j=1,...,N —1, (3)

sa att d*a(t)/dt* = *Aa(t) dar a(t) € RV dr vektorn med komponenterna ;(t) = u;(t), j =
1,...,N—1och Adr (N —1)x (N —1) matrisen med —2N? i diagonalen och N? i évre och undre
diagonalen. Visa att energin |da(t)/dt|?/2 — c*u(t) - Ad(t)/2 ar konstant for alla tider. Foresla en
lamplig numerisk metod. Visa ocksa att vagekvationen (3) ar ett Hamiltonskt system.

4. Los Keplerproblemet med en metod som har formell hog nogrannhet, t.ex. matlabs ode45.
Ar ode4d5 battre an mittpunktsmetoden och symplektiska Euler ocksa for lang tid? Vad ar nog-
grannhetsordningen for dessa metoder?

5. Den dominerande metoden for standard molekyldynamik, § = —f(g), med konstant antal
partiklar, volym och energi, dr Verlets metod (som kallas Stormers metod i astronomi)

n+1 n n—1
" —2¢"+q n

Visa att detta ar symplektiska Eulermetoden. Molekyldynamik anvands t.ex. for att studera
sprickors tillviixt i material och da #r g en vektor i R3* som anger liget av N atomer och f ér
krafterna som verkar pa atomerna. I molekyldynamik ar man intresserad av att approximera sa
kallade observabler limp_, . fot g(q(t))dt/T for givna funktioner g, t.ex. potentiella energin g(q) =

V(g), dar V'(q) = f(q).



