Institutionen for Matematik, KTH

Beta Mathematical Handbook dar tillatet hjdlpmedel.
Rad for att undvika podngavdrag: Skriv losningar med fullstandiga meningar och utférliga mo-
tiveringar.

Skrivningen omfattar tre delar. Del I bestar av 5 uppgifter, som vardera kan ge hogst 3 podng.
Godkind kontrollskrivning nr j ger automatiskt 3 podng pa uppgift nummer j (7 = 1,2,3) och
godkdnd redovisning och granskning ger 3 poding pa uppgift 4 respektive 5.

Del II bestar av 3 uppgifter, som vardera kan ge hogst 4 poding; det finns tva alternativa uppgifter
10. Del III bestar av 2 uppgifter, som vardera kan ge hogst 5 podng.

Betygsgranser: E 15, D 18, C 22, B 26 och A 31 poang. Minst 13 podang, men ej godkdnt, ger
resultat FX, som innebdr rdtt till komplettering.

De som wvarit registrerade 2007 eller tidigare (med kursnummer 5B1207) far betyg 5, 4, 3, K
eller U. Kraven for de fyra forsta ar som for A, C, E respektive FX ovan.

1. Los differentialekvationen

med begynnelsevillkoret y(0) = 1/2.
Ekvationen ger

/ydy = /x2dm

vars losning dr y*/2 = x3/3 + C. Konstanten C bestams av 1/8 = y*(0)/2 = C, wvilket ger
losningen y(x) = \/x3/3 4+ 1/8. Den negativa roten dar inte aktuell eftersom y(0) dr positiv.

2. Bestdm temperaturen u(x,t) i en stav, vid tiden ¢ och positionen z, som uppfyller

2u(:ct)—a—zu(ar:t) 0<z< t>0
at ) - 81)2 ) ) 7T7 ’

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<m.

Svaret far anges som en Fourierserie.
Variabelseparationsmetodens ansats u(x,t) = T(t) X (x) ger i ekvationen

T X () = T(H)X"(z)
b T X'(@)
W0 ~ X()

= konstant = \.
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Fkvationen X" (z) = AX (z) och negativ A = —a? ger den karakteristiska ekvationen m*+a? = 0
med losningen m = +ia och

X(x) = Acos(az) + Bsin(ax)

for reella konstanter A, B. Randvillkoren ger A = 0 och sin(arm) = 0 som har ldsningen o = n
for heltal n. Om X\ > 0 har vi bara losningen X = 0. Vi far

T'(t) = —n*T(t)

saT(t) = ane ™1, for nagon konstant a,,. Variabelseparationsmetoden har gett oss losningen

Z tsin(nx)

n=1
Begynnelsevillkoret ger

AT cos(nx)

o _ /0 ", 0) sin(na)dz = |

och Fourierserielosningen

—n n

—1— (=2
:Z#—e_”tsin(nx).
n m

n=1

3. Bestdm alla 16sningar y : [0,00) — R till integralekvationen

t
/ y(t —m)y(r)dr =t>, t>0.
0
Laplacetransformering (se BETA) ger
L{y(t)} =Y (s)

L{/ (t — T)y(r)dr}y = Y2(s)

6

sd ekvationen medfor Y?(s) = 6/s*, som har losningarna Y (s) = £v/6/s>. Inverstransformen
ger de tvd losningarna y(t) = £vV6t, t> 0.

4. Funktionen z : [0,00) — R 16ser differentialekvationen
2"(t) = —sinz(t), x(0)=0, 2'(0)=1/10.

Linjarisera problemet kring (z,2") = (0,0) och 16s motsvarande linjariserade problem.



Skriv problemet som ett system

Jacobimatrisen blir
0 1
—cosz O

sa hogerledet i ekvationen har linjariseringen

R e L R ) | PR R P

Det linjariserade problemet blir med z1 >~ x och zo >~y

201 | 0 1 2
2z | =10 2o
med begynnelsedata z1(0) = 0 och z5(0) = 1/10.
Diagonalisering med hjdlp av egenvarden \ och egenvektorer leder till

-2 1

Ozdet[_l Y

]:A2+1

sa A = +i.
Motsvarande egenvektorer blir:

och en losning ar (a,b) = (1,1);

och en losning dr (a,b) = (1, —1).
Lésningen till det linjariserade problemet kan skrivas

L [ anee [ prmmer | )=a] ] es

for godtyckliga reella konstanter A och B. Begynnelsevirdet ger A =0 och B = 1/10.

5a. Lat 2/(t) = z(t). Visa att

d 9 0
au(t,x(t)) = EU(t,ﬂf(t)) + g;(t)%u(t,:v(t))

for varje differentierbar funktion u : [0,00) x R — R.
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5b. Bestdm u(1,1) om u : [0,00) x R — R léser
0 (t )+(t)a (t,x) =0, t>0 eR
—u(t,r) + z(t)=—u(t,x) = x
at Y ax Y ) Y Y
med begynnelsedata u(0, z) = e for x € R, t.ex. genom att anvanda resultatet i uppgift a.
Kedjeregeln ger

d 0 d 0 0 0
Eu(t,x(t)) = au(t,gc(t)) + Ew(t)%u(t,x(t)) — au(t,x(t)) + x(t)%u(t,m(t)) .

Vi har losningen z(t) = x(0)e’ och vi soker den bana som har 1 = z(1) = z(0)e* vilket ger
z(0) = e~'. Uppgift a visar att u dr konstant lings banan x(t), sd

—2

u(1,1) = u(1,2(1)) = u(0,2(0)) = e (0 = e

6. Betrakta differentialekvationen

" (t) = asinp(t) cos p(t) — sinp(t) — ¢(t)

som beskriver vinkelutslaget ¢ : [0,00) — R i en centrifugalregulator som roterar med konstant
varvtal a > 0.
6a. Beskriv en metod att bestamma jamviktslosningar och dess stabilitet.
6b. Finns ett varvtal a med stabil jamviktslosning ¢ dar 0 < ¢ < /27
Skriv problemet som ett system

¢ =1
Y =asinpcosp —singp — .
Jamuiktslosningar uppfyller
0=1
0 =asingcosp —sing — 1 =sinp(acosp — 1)
vars losning ar
¥ =10 och sinp =0
eller
=10 och cosp =1/a.

For att avgora en jamuviktspunkts stabilitet kan vi linjarisera kring jamuiktspunkten och studera
Jacobimatrisens egenvdirden. Om bada egenvdarden har negativ realdel ar det en asymptotiskt
stabil punkt. Om minst ett egenvarde har positiv realdel dr det en instabil punkt. Om ett
egenvarde har realdelen noll kravs en studie av det ickelinjdra problemet for att avgora stabilitet.



Lat cos B = 1/a. Vi har jamuiktslésningarna v = 0 och
©=nm
©=p+2nm
p=7m—03+2nm

for varje heltal n. Om det ska finnas en losning 0 < ¢ < 7/2 krdvs att a > 1 sa att 0 < f =
© < m/2. Jacobianen blir

0 1] 0 17 [ o 1
acos2p —cose —1 | | aa?—=1)—1/a =1 | | 1/a—a -1

vars egenvarden ar
1 /1 a?—1
A=—==14/-— :
2 4 a

Om a > 1 ar realdelen av dessa egenvarden negativ och jamuiktspunkten dar darmed asymptotisk
stabil. Svar: Varvtal a > 1 ger en asymptotiskt stabil jamuiktslosning vars vinkelutslag uppfyller
0<p<m/2

7. Nar George Biddell Airy forklarade interferensfenomen i regnbagen 1838 16ste han differen-
tialekvationen

—u"(z) + zu(z) =0
for v : R — R med hjalp av Fouriertransformen. Bestdm Fouriertransformen av den losning
som uppfyller [* u(x)dzr = 1.

Fouriertransformering av ekvationen ger

WU (w) + iU’ (w) =0
och separering av variabler ger [ % =i [w?dw vars lésning dr U(w) = Ce’ /3. Vi har U(0) =
[ u(z)dr =1, s C =1 och vi far svaret U(w) = e*/3.

8. Antag att antalet fiskar y(t) i ett bestand vid tiden ¢t med konstant fangst ( per tidsenhet
beskrivs av

(1) y'(t) = (5—y®)yt) - 5.
Bestam langtidsbeteendet av fiskbestandet beroende pa y(0) om § = 4, t.ex. med hjilp av

stabilitetsanalys.
Lat f(y) = (b —y)y — 4. Jamwiktspunkterna y ges av f(y) = 0 som har lésningen

0=—y*+5y—4=—(y—5/2)? +25/4—4

5 25 5
y=-+4 /= 4=+
2 4 2

vilket ger

NN GV]
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och y=4 ellery=1.
Vi har f'(y) = =2y + 5 sa att f'(4) = =3 < 0. Ddarfor dr y = 4 asymptotiskt stabil. Vi har
ocksa f'(1) =3 >0 say =1 ar en instabil jamviktspunkt. Vi far

1tlim y(t)y=4 omy(0) > 1.

Vi har y(t) = 0 efter dndlig tid om 0 < y(0) < 1, ty f(y) = —(y—1)(y —4) <0 say dr strikt
avtagande.
Om y(0) =1 forblir y =1 for all tid.

9a. Antag att antalet fiskar y(¢) i ett bestand vid tiden ¢ med konstant fangst « y(t) per tidsenhet
bestams av den logistiska modellen

(2) Yy ()= (5-y(t)y(t) — ay(t),
dér « ar en konstant relativ fangst. Bestam langtidsbeteendet av y(t). Kan bestandet dé ut?
9b. Bestdm a € (0, 00) sa att fangsten per tidsenhet « y, maximeras for en stabil jamviktslésning
Y= Yp-
9c. Antag att du ar politiker och ska bestamma en fiskekvot. Skulle du vélja relativ eller absolut
kvot, d.v.s. ett varde pa a i (2) eller ett varde pa §1 (1)? Motivera ditt svar utifran maximal
fangst och stabilt fiskbestand for de logistiska modellerna (1) och (2).

a. Lat f(y) = (b —y)y — ay. Jamuiktslosningar ges av

O0=fy)=0G-yy—-—ay=y5-a-y)

say =0 ellery=>5—a. Vihar f'(y) =5 — a —2y. Detta medfor att f'(0) =5 — « vilket dr
positivt om a < 5 och negativt om o > 5. Vi far ocksa f'(5 — «) = a — 5 som dr positivt om
a > 5 och negativt om o < 5.

Ddrfor ar y = 0 instabil och y =5 — a > 0 asymptotiskt stabil om a < 5, sa

lim; oo y(t) =5 —a om y(0) > 0.
Om o > 5 dry =0 asymptotiskt stabil och y =5 — a < 0 instabil, sa
lim; o y(t) = 0 om y(0) > 0.

Med o« > 5 toms alltsa bestandet pa lang sikt.

Om o =5 har viy = —y* som ger [y 2dy = — [dt ochy = 1/(C +t). Konstanten C
bestims av y(0) = 1/C, sd y(t) = 1/(t +1/y(0)) — 0 dd t — oo.

b. Jamuviktspunkten y, = 5 — a ger fangst ay, = a(b — «) vilket har mazimum for o = 5/2
och da blir ay, = 25/4.

c. Den absoluta fangsten B ger jamuviktsekvationen

0=fy)=06-yy-B=—y" +5y—F=—(y—>5/2)°+25/4-p
med losningen y = 5/2 £ 1/25/4 — 3.

Om (3 > 25/4 saknas reella rétter och f(y) < 0 ger avtagande bestand och fiskarna dor ut pa
andlig tid.
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Om (3 < 25/4 har vi j@muviktslosningarna yo = 5/2+/25/4 — 3 dér f'(y+) = F2+/25/4 — 5.
Vi ser att f'(y+) < 0 och yi dr asymptotiskt stabil. Vi ser ocksa att f'(y—) > 0 och y_ dr
instabil.

Nir 3 — 25/4 far vi ekvationen y' = —(y — 5/2)? wvars losning (som for y = —y* ovan) blir
y(t) =5/2+1/(t+1/(y(0)=5/2)). Omy(0) > 5/2 fair vilim_.oc y(t) = 5/2 och om y(0) < 5/2
far viy(t) =0 efter andlig tid t = 5(54—y—(20y)(0)'

Ndar 8 — 25/4— far vi mazimal fangs per tidsenhet som dr samma som med relativa kvoten
a =5/2. Den absoluta kvoten [ = 25/4 har nackdelen att bestandet dor ut om y(0) < 5/2. Den
relativa fangsten o = 5/2 ger mazimal stabil fangst oy, = 25/4 per tidsenhet och lim,_, y(t) =
yp = 5/2 om y(0) > 0. Den relativa kvoten o = 5/2 verkar dérfor fordelaktig i denna model
eftersom fiskar och fiskare kan leva vidare oavsett bestandets storlek.

10. Utbdjningen u(z,t), vid tiden ¢ i positionen x, av en svingande string i ett visk6st medium
uppfyller

2 0 82
@u(xt) 875 u(z,t) = 922 u(z,t), 0<z<l, t>0,
—u(x,()) 0, 0<zx<1,
u(z,0) =sin(2mz), 0<z <1,
u(0,t) =u(l,t) =0.

Bestam utbojningen u(x,t) for x € [0,1] och ¢ > 0.
Variabelseparationsmetodens ansats u(x,t) = X (x)T(t) ger i ekvationen

T"(H)X (z) + T'(H) X () = X" ()T (t)

sa
e | T X"(x)
o T - X
Ekvationen X" (x) = AX (x) och negativt A\ = —a? ger den karakteristiska ekvationen m*+a? = 0

med losningen m = +ia och
X(z) = Acos(ax) + Bsin(ax),  for reella konstanter A, B.

Randvillkoren ger A =0 och sina = 0 som har losningen o = nm for heltal n. Om X\ > 0 har vi
bara lésningen X (x) = 0.
Vi far da
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med karakteristiska ekvationen m? +m + n*7? = 0 och rotterna m = —1/2 £ iy/n?n? — 1/4 for
n > 1. Detta ger T(t) = e "/%(a, cos(ty/n?n2 — 1/4) + b, sin(t\/n?72 — 1/4)). Variabelsepara-
tionsmetoden har gett oss losningen

u(x,t) = e /2 Z (an cos(ty/n?m? — 1/4) + by, sin(ty/n?m? — 1/4)) sin(nmz)
n=1
och
= 1 1
%u(m,t) = t/? Z ( — 50 cos(n/n?n? —1/4 t) — §bn sin(y/n?m2 —1/4 t)
n=1

+ /n?m? = 1/4( — ay sin(y/n?m2 — 1/4 t) + b, cos(y/n?m? — 1/4 t))) sin(nmz) .
Begynnelsevillkortet %u(:v, 0) = 0 medfor
n’n? —1/4 =a,/2
och begynnelsevillkoret u(z,0) = sin(2mx) ger
an, =b, =0 forn#2 ochag =1, by =1/(2/4n%? — 1/4).

Vi far utbojningen

u(z,t) = e‘m(cos(\/éhr2 —1/4t) + sin(y/4n? — 1/4t)) sin(27z) .

2,/47% — 1/4

Alternativ uppgift 10.(5 poéng) Visa att losningen till differentialekvation X'(t) = f(X(t))
med givet begynnelsevirde X (0) = X, dar entydig om f dr Lipschitzkontinuerlig. Formulera
Gronwalls lemma om det anvands.



