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1. Vi har

[rot (r× u)]i = [∇× (r× u)]i = εijk
∂

∂xj
(r× u)k = εijk

∂

∂xj
(εklmxlum) =

= εijkεklm
∂

∂xj
(xlum) = (δilδjm − δimδjl)

∂

∂xj
(xlum) =

∂

∂xj
(xiuj)−

∂

∂xj
(xjui).

Nu utnyttjar vi sambandet ∂xi
∂xj

= δij i första termen och sambandet ∂xj
∂xj

= 3

i andra termen (trean uppstår eftersom derivatan 1 upprepas tre gånger vid
summering). Vi får då

δijuj + xi
∂uj
∂xj
− 3ui − xj

∂ui
∂xj

= [−2u + r div(u)− (r · ∇)u]i.

Svar: −2u + r div(u)− (r · ∇)u.

2. Enligt divergenssatsen, flödet är

Φ =

∫∫∫
V

divF dxdydz.

Formeln för divergence i cylinderkoordinater ger oss

divF =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ · ρ2) +

∂

∂z
(zρ sinφ) = 3ρ+ ρ sinφ.

Trippelintegralen efter övergång till cylinderkoordinater blir∫ 2π

0

dφ

∫ 2

0

dz

∫ 1

0

(3ρ+ ρ sinφ)ρ dρ = 4π.

Svar: 4π.

3. (a) För att vara en reel del av funktion som är komplex deriverbar, funktionen u
skall vara harmonisk d v s den skall uppfylla Laplaces ekvation. Vi räknar

∆u = a2eax sin(3y)− 9eax sin(3y) = (a2 − 9)eax sin(3y).

Vi får villkor a2 = 9 vilket ger oss värdena a = ±3.

(b) Vi väljer a = 3. Då är f(z) = u(x, y) + iv(x, y), där u(x, y) = e3x sin(3y) och
funktionerna u och v uppfyller CR-ekvationer. Vi får då

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −3e3x cos(3y);

∂v

∂y
=
∂u

∂x
= 3e3x sin(3y).



Vi hittar v(x, y) = −e3x cos(3y) +C, där C är en godtycklig reel konstant. Funk-
tionen f(z) blir

f = u+ iv = e3x (sin(3y)− i cos(3y)) + iC = −ie3xe3iy + iC = −ie3z + iC.

Svar: f(z) = −ie3z + iC, där C är en godtycklig reel konstant.

4. Likheten som skulle bevisas är en likhet av vektorer. Det räcker att visa att
skalärprodukt av dem vänsterled och högerled med en godtycklig konstant vektor
a är lika med varandra. Eftersom en godtycklig vektor a har form a = a1e1 +
a2e2 + a3e3, räcker det att visa likheter

ei ·
∮
C

r× dr = 2ei ·
∫∫

S

n dS.

för i = 1, 2, 3. Eftersom man får byta cykliskt indexer på koordinata vektorer,
räcker det att visa likheten för i = 1.

Vi tar i = 1. Då

e1 ·
∮
C

r× dr =

∮
C

(e1 × r) · dr = [Stokes sats] =

∫∫
S

rot (e1 × r) · n dS.

Om r = (x1, x2, x3), då får vi e1×r = (0,−x3, x2) och rot (e1×r) = (2, 0, 0) = 2e1.
Detta ger oss

e1 ·
∮
C

r× dr = 2

∫∫
S

e1 · n dS = 2e1 ·
∫∫

S

n dS

vilket skulle visas.

5. (a) Vi har

dr =
∂r

∂u
du+

∂r

∂v
dv +

∂r

∂w
dw = (2u, 2v cosw, 2v sinw) du+

+ (−2v, 2u cosw, 2u sinw) dv + (0,−2uv sinw, 2uv cosw) dw =

= 2
√
u2 + v2 · (u, v cosw, v sinw)√

u2 + v2
du+

+ 2
√
u2 + v2 · (−v, u cosw, u sinw)√

u2 + v2
dv + 2uv · (0,− sinw, cosw) dw =

= hueudu+ hvevdv + hwewdw,

varav hu = hv = 2
√
u2 + v2, hw = 2uv och

eu =
(u, v cosw, v sinw)√

u2 + v2
, ev =

(−v, u cosw, u sinw)√
u2 + v2

,

ew = (0,− sinw, cosw).

Man kollar att vektorerna eu, ev, ew är ortogonala vilket visar att koordinatsy-
stem (u, v, w) är ortogonalt.

(b) Enligt formeln för Laplaces operator i ortogonala koordinater får vi

∆φ(u) =
1

huhvhw

∂

∂u

(
hvhw
hu

∂φ

∂u

)
=

1

8(u2 + v2)uv

∂

∂u

(
uv
∂φ

∂u

)
.



Ekvationen ∆φ = 0 blir då
d

du

(
u
dφ

du

)
= 0

vilket ger oss udφ
du

= C = Const. Vi får

dφ

du
=
C

u

vilket ger φ(u) = C lnu+D, där C, D är godtyckliga konstanter.

6. (a) Om vektorfältet F har en potential g(R, θ, φ), då är

F = grad g =
∂g

∂R
eR +

1

R

∂g

∂θ
eθ +

1

R sin θ

∂g

∂φ
eφ.

Vi får ekvationer
∂g

∂R
=

AR cosφ

(1 +R2)2
;

∂g

∂θ
= 0;

∂g

∂φ
=

sinφ

1 +R2
.

Den tredje ekvationen ger oss g(R, θ, φ) = − cosφ
1+R2 + C(R, θ). Därefter den andra

ekvationen visar att C beror endast på R och till sist den första ekvationen ger
oss A = 2 och C = Const.

Svar i (a) är A = 2.

(b) Från tidigare lösning ser vi att för A = 2 vektorfältet F har potentialen
g = − cosφ

1+R2 . Linjeintegralen blir då

g(Q)− g(P ) =
7

10
.

7. Cirklarna tangerar varandra i punkten z = 2. Detta visar att den första avbild-
ningen som skall tillämpas är Möbiusfunktion z1 = 1

z−2
(så att z = 2 skickas

till oändligheten). Efter avbildningen får vi lodräta bandet −1/2 < z1 < −1/4
i z1-planet. Nästa steg är att forstora bandet och flytta det så att vi får stan-
darda bandet 0 < z2 < π. Avbildningen är z2 = 4π(z1 + 1/2) = 4πz1 + 2π.
Nästa avbildningen är exponent: z3 = eiz2 = e4πiz1 . Nytt område ges av olikheten
0 < arg z3 < π vilket ger det övre halvplanet Im z3 > 0. Till sist, standarda
Möbius avbildningen w = z3−i

z3+i
ger oss enhetscirkeln.

Svar:

w =
e

4πi
z−2 − i
e

4πi
z−2 + i

.

8. Standard avbildning w = 1
2

(
z + 1

z

)
skickar området D till den nedre halv-planet

Ω som ges av Imw < 0. Halv-linjerna (−∞,−1) och (1,∞) på reela axeln i
z-planet övergår till sig själva och halv-cirkeln |z| = 1; Im z < 0 övergår till
intervallet −1 < w < 1. Vi får då nya problemet i w-planet där w = u+ iv:

∆ψ(u, v) = 0 om v < 0;
ψ(u, 0) = −1 om u < −1;
ψ(u, 0) = 0 om − 1 < u < 1;
ψ(u, 0) = 1 om 1 < u.



Lösningen till det söks som en linjär kombination av functioner 1, arg (w−1) och
arg (w + 1), där värdena av komplexa argumentet väljs i intervallet (−π, π). Vi
hittar

ψ(w) = 1 +
1

π
arg (w − 1) +

1

π
arg (w + 1).

För att hitta den reella funktionen, observerar vi att

argw = −arccot (−u/v)

i det nedre halv-planet v < 0. Detta ger oss

ψ(u, v) = 1− 1

π
arccot ((1− u)/v)− 1

π
arccot ((−1− u)/v).

Slutliga funktionen är
φ(x, y) = ψ(u, v),

där
u = u(x, y) =

1

2

(
x+

x

x2 + y2

)
och

v = v(x, y) =
1

2

(
y − y

x2 + y2

)
.


