Kursens Kortfragor med Svar SF1602 Diff. Int.

Allmint om kortfragor: Kortfragorna ir ett viktigt sitt for er att engagera matematiken. De
kommer att dyka upp pa kontrollskrivningar. Syftet &r att ni ska ga till definitionerna, ga till satserna
och forsoka lara er tinka pa dessa pa ett intuitivt satt. Jag tror inte att det finns en given méngd regler
for att 16sa dessa uppgifter. Men vissa angreppssitt ar forekommer ofta.

Det forsta ar att ga till definitionerna och se vad koncepten vi anvidnder betyder - vissa koncep-
tuppgifter foljer av en direkt tillimpning av definitionerna.

Det andra angreppsséttet ar att titta pa de satser vi bevisar eller star i boken. Ofta finns det en sats
som sédger nagot liknande (eller omvént) som kortuppgiften. Om vi forstar satserna och alla antaganden
som gors och varfor de gors sa kommer vi att kunna 16sa dessa konceptuppgifter.

Det tredje ar att skapa ett motexempel. Ofta sa bygger motexemplet pa satser och satserna ger en
indikation pa hur motexemplet skall konstrueras. Satserna #r sanna sa motexemplet maste rikta in sig
pa det som saknas i kortuppgiften men finns med som antagande i satsen.

Det fjarde angreppssattet ar att skissa en graf. En graf kan siga mer d&n 1000 ord!

Det sista angreppssittet ar att forsoka tolka ekvationerna intuitivt. Det mesta i den matematiska
analysen ar utvecklat for att anvéinds i fysiken si om vi forstar en tillimpning (i form av avstand eller
hur en graf ritas) sa kan vi forsta problemet.

Att kunna l6sa kortuppgifter hjélper oss dven att forsta satser och ger oss en metod att kolla om en
viss uppgift géller. T.ex. sa var det nagon som pa en inlimningsuppgift anvinde foljande berdkning:

“r—sin(x) > 0> —2a® da x > 0 vilket implicerar att |sin(z) — x| < %‘ dvs att —‘% <sin(z) —z < %

sa r — % < sin(z). Om vi kallar A = x — sin(x) och B = % sa skulle slutledningen (forsta halvan) bli
“OmA>0>—-Bda—A> —B. Om man riknat tillrickligt mycket kortuppgifter sa ser man direkt att
en sadan slutledning inte kan stimma tex om A = 2 och B = 1. Sa om man ténkt tillrickligt pa matten
och pa vilka hérledningar som &r korrekta sa kommer man undga att gora enkla fel i komplicerade bevis.

1 Modul 1.

1. Vi vet att, for sig alla ¢ > 0 och a > 1, % — oo och att ‘;—z — oo da x — 0o. Sa x?, vixer mot
oéndligheten snabbare &n In(z) men a” vixer snabbare &n 9. Men vilken funktion, om nagon, gar

mot odndligheten snabbast av alla funktioner?
Svar: Nej!

Tankesétt: Om det fanns en saddan funktion f(x) sa skulle g(x) = xf(z) vixa mot odndligheten
snabbare dn f(z) eftersom lim, ., 9@) lim, ... z = co. Dvs g gar mot odndligheten snabbare

an f sa f ar inte den snabbast vixande funktionen.

Losningsprincip: Vi antar att pastaendet ar sant och ser om vi kan hirleda en motsigelse.

2. Antag att lim, .5 f(x) = 0 f6ljer det att lim,_,;5 ﬁ = 007
Svar: Nej!
Losningsprincip och tankesitt: For det forsta sa dr det inte sikert att —~ fr definierad for

. f(z)
f(z) = 0 for vissa x.
Men &ven om f(z) &r definierad sa dr inte slutledningen nédvindigtvis sann. Om f(x) < 0 for
alla x sa kommer ﬁ < 0 och enligt regeln for olikhet i Gvergang av gransvirde sa kan en negativ
funktion inte ha ett positivt griansvarde.
3. Antag att lim, 5 f(x) = oo foljer det att lim, .5 ﬁ =07
Svar: Ja!



4. Lat f(x) och g(z) vara polynom. Om f(«) = f och ¢g(8) = 0 finns det da ett polynom ¢(z) sa att

go f(x) = (z = a)q(z)?

Svar: Ja!

Tankesitt och 16sningsprincip: Hogerledet dr ett polynom men det dr ocksa vansterledet
da sammansittningen av tva polynom &r ett polynom. FEnligt faktorsatsen sa kan polynomet i
hogerledet, dvs go f(z), skrivas som i vinsterledet om « &r ett nollstille. Men go f(a) = g(8) =0
enligt vara antaganden och definitionen av sammanséattning av tva funktioner. S& existensen av
q(z) foljer av faktorsatsen.

Observera att det har dr en ganska komplicerad uppgift i det att vi bevisar nagot fran definitionen
av sammansittning, faktorsatsen, och tva antaganden om virdena till f och g. Men om man
forstatt definitionerna och satsen sa blir uppgiften vildigt enkel och losbar pa ett par sekunder.

5. Finns det ett polynom ¢(z) sa att

el =1 = (z—1)q(z)?

Svar: Nej!

Tankesitt och 16sningsprincip: Hogerledet ar ett polynom men vinsterledet ar det inte sa vi kan
inte ha likhet. Podngen med den hirledauppgiften ar att lura de som inte tinker pa antagandena i
satserna. Uppgiften dr niistan samma som féregaende och argumentet gar néstan igenom - férutom
att faktorsatsen géller bara for polynom sa vi kan inte applicera den pa funktionen A

Ky 113X 112X 111%.-x53x 52 2
6. Ar ISR R ett heltal’

Svar: Ja!

Tankeséitt och 16sningsprincip: Uttrycket &r dvs pa hur manga sétt man kan vilja

11
62
62 personer ur en grupp om 113. Vilket naturligtvis ar ett heltal. Om man kan definitionen av
113
62

explicit skulle dock vara ganska tidsodande.

och dess betydelse sa blir uppgiften latt. Att sitta och forkorta eller berdkna uttrycket

7. Vilka av f6ljande pastaenden dr sanna for varje funktion f(z) definierad pa de reella talen
a) lim, o f(x) = 0 implicerar att lim, o f(2x) = 0,
b) lim, o f(z) = 0 implicerar att lim, ., f(2x) =0,
¢) lim, 3 f(x) = 0 implicerar att lim, .3 f(2z) = 07
Svar:
a) Ja (gor substitutionen ¢ = 2x och se att det dr samma grinsvirde som berédknas)
b) Ja (som i a)

¢) Nej (gor substitutionen ¢t = 2x och fa lim; .6 f(f) s& om slutsatsen vore sann sa skulle det
implicera att varje funktion som var kontinuerlig och lika med noll i x = 3 skulle ocksa vara
kontinuerlig och lika med noll i z = 6 vilket uppenbarligen inte kan vara sant (tex for f(z) = x —3
vilken inte &r lika med noll i z = 6).

Tankesédtt och 16sningsprincip: Den hir uppgiften kollar om man férstar vad grénsvirdet
betyder och om man kan gora enkla variabel substitutioner.



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Hitta en begrinsad funktion f(x) si att dess invers f~!(z) dr definierad pa R, dvs. D;-1 = R.
Svar: Nej!

Tankesatt och 16sningsprincip: Inversens definitionsméngd dr samma sak som virdeméngden
till funktionen. Men om funktionen dr begridnsad sa &r virdeméngden begransad vilket dr samma
sak som att definitionsméngden for inversen &r begransad. Men om definitionsmangden till inversen
ar begrinsad sa kan den inte vara hela R.

Om man kan definitionerna och enkla satser om vérde och definitionsméangd sa blir uppgiften latt.

1

. Ar f~Y(z) = +1? Om inte sa hitta ett motexempel.

o)
1 1

Svar: Nej! Ta tex f(z) = /7 definierad pa x > 0 d& &r inversen f~!(x) = 2* men & = 7

Tankesétt och 16sningsprincip: Jag tror att det enklaste sittet att se detta dr att rita en graf.
Vi vet att inversens graf dr speglingen i linjen 2 = y (dvs vi anvinder den teori vi har). Resonera
utifran detta.

Vilket virde, om nagot, antar dessa gransvirden? Gissa, du behdver inte bevisa dina svar med
e—definitionen.

. z™ . 2 +71In(x)? .

lim, o = limg o0 RISV lim, 3 |$’

. 4z7 +23 —48x . zsin(1l/xz) . 2 sin(x)+8

lim, o0 T oz —023 lim, o T lim,, o S

. (z+4)(z—3) . (z—3) .

llm‘r*}g 23 llm‘r*}g 5(z—3) llmx*)’{) COS(l/(I’ — 5))

Svar:

: ™ : 224+7In(z)? _ . -
hmxﬁo = = 0 hmx*ﬂ)o “3er14 0 hmx*)g ’l" =3
. 47423 —48x . zsin(l/z) . 22 sin(x)+8 .
limy oo “57 55 =2 limg 0 —\/52 =0 lim, o T odefinierad
. 4)(z—3 . -3 . .
lim,_.3 % =7 lim,_3 % =0 lim, 5 cos(1/(x — 5)) odefinierad

Alla dessa édr standardgransvirden och jatteldtta om man kan satserna for grinsvirdesberdkning
(summa, kvot, produktregeln).

For vilka funktioner f dr f(sin(x)) en funktion?

Svar: Den hir &r lite knepig pa ett sétt. For en funktion kommer med en definitionsméangd.
S& f(sin(z)) dr en funktion sa ldnge definitionsméngden inte dr tom, dvs for alla f(z) sa att
Dy U[-1,1] # 0.

Géller foljande utsaga: “Om |f(x — 2) — 3| < |z| s& foljer det att lim, , o f(x) = 37
Svar: Ja!

Tankesétt och 16sningsprincip: Rita grafen av f(z) och rita in olikheten |f(z — 2) — 3| < |z|.
Man kan ocksa resonera kring € — 0 defnitionen for att gora ett riktigt bevis. Men grafen récker
for att overtyga om satsens sanning.

Om lim, ., f(z) = oo foljer det da att lim,, ., f(x) = —00?
Svar: Nej!

Tankesidtt och losningsprincip: For det forsta sa dr pastaendet inte sérskilt troligt. Varfor
skulle alla funktioner som &r stora for stora z vara sma for sma x? Eftersom vi inte tror pa
pastaendet sa skapar vi ett motexempel, tex f(x) = e”.

Antag att a > b > 1 och z > 0 giller det da att “log(x) > log(z)?

Svar: Nej (Du skall kunna alla riknelagar for logaritmer.)



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Antag att f(z) &r begrinsad fran ovan av B, dvs. att f(x) < B foljer det att lim, 5 f(z) < 3
forutsatt att gransvirdet existerar?

Svar: Nej.

Tankesédtt och 16sningsprincip: Den hir fragan dr bara dum. Vara antaganden har ingenting
med 3 att gora sa varfor skulle 3 hoppa ut i slutsatsen? Vi anvinder logik for att knyta anta-
ganden till slutsatser i matematiken. Men om vara antaganden inte har nagon 3:a i sig sa skulle
det vara mycket forvanande om slutsatsen hade det (dock inte omdjligt, tex sa finns det bara 5
Platonska kroppar och den satsen har en forvanande 5:a i sig utan att det finns nagon 5:a i satsens
antaganden).

Vi tror darfor inte pa pastaendet och konstruerar létt ett motexempel. Tag tex B = f(z) = 4 sa
kommer lim, .3 f(z) =4 > 3. Observera att om vi hade lagt till ett extra antagande att B < 3 sa
skulle pastaendet bli sant pa grund av olikhet i 6vergang av gransvirde satsen.

Giller foljande: "Om f(x) inte &r jamn sa dr f(z) udda.“?

Svar: Nej, tex sa ar f(z) = 2 4+ z varken jamn eller udda.

Givet en funktion f definierad pa | — 1, 1] kan man skriva f som summan av en jimn och udda
funktion?

Svar: Ja!

Tankesétt och 16sningsprincip: Den har dr lite knepig att se direkt. Men vi kan skriva varje

funktion
f) = f(z) +2f(—37) L f@) —2f(—37)

dar den forsta kvoten dr jimn och den andra dr udda.

Antag att f ar en udda funktion och att f(3) = 16, vad &r ff’g f(z)dz?
Svar: 0

Tankesidtt och 16sningsprincip: Det hir dr en jittevanlig princip att utvirdera integraler for
udda funktioner. Faktum &ar att f_aa f(x)dx = 0 for alla udda och integrerbara funktioner som &r
definierade pa [—a, a]. Rita grafen och se att den ytan som &r 6ver x—axeln och den under x—axeln
ar lika.

Om f &r en udda funktion vad ar f(0)7
Svar: 0

Tankesétt och 16sningsprincip: Vi gar direkt till definitionen av udda funktioner (som sa ofta
sa handlar kortfragor om att ga till definitionerna). Om f &r udda sa ar f(0) = —f(—0) = —f(0).
Dvs 2f(0) = 0 och slutsatsen foljer.
Vilka av foljande pastaenden &r sanna om f(x) ar strangt vixande?

a) f(—x) &r strangt avtagande.

b) f(z)? ar stringt avtagande?
Svar:

a) Sant.

b) Falskt.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Lat f(z) vara en funktion definierad pa [—1, 1] vilka av foljande pastaenden dr sanna?
a) fosin(x) ar periodisk?
b) sinof(x) ar periodisk?
Svar:
a) Sant
b) Falskt

Lat —1 < k < 1 och z ett godtyckligt reellt tal. Finns det tal a och b s& att a® 4+ b*> = 1 och

asin(x) + beos(z) = K7

Svar: Ja (detta dr bara omskrivning av sin och cos med hjélpvinkel)

Finns det reella tal a och k sa att ekvationen az + k = tan(z) inte har nagon 16sning?

Svar: Nej (rita grafen och anvind satsen om mellanliggande virden)

cosh(x?) 2

Vad éar foljande grandvarde: lim, , b (9 |

Svar: 0 (Jag vill i princip bara att ni ska kunna definitionerna av sinh(x) och cosh(z). Da blir
detta ett standardgrinsvirde.)

Giller foljande pastaende: “Om grinsvérdet lim, .. f(x) inte existerar s existerar inte lim,_,. f2(x).”?
Svar: Nej, det giller inte!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Vi tror inte pa pastaendet och forsoker déarfor att konstruera
ett motexempel. Om vi ska konstruera ett motexempel till ovanstaende sa behover vi en funktion
[ s& att lim,_,. f2(z) existerar samtidigt som lim,_,. f(z) inte existerar.

Eftersom kvadraten 'dodar’ minustecken sa behdver vi hitta nagon funktion som &dndrar tecken
ndra punkten c. Vi antar att Vi kan tex vilja

1 omzx > c

f<x):{ -1 omuz<ec.

D4 ér f diskontinuerlig i ¢ men f2(x) = 1 vilken naturligtvis har ett grinsvirde. Rita géirna en
graf!

Losningsprincip: Hitta ett motexempel!

Antag att lim, 1+ f(x) = 2 och lim, ,;- f(z) = 1, vad dr lim,,, f(x)?
Svar: Odefinierad!

Tankesétt: (Detta r inget bevis!) Vi vet att for alla tal x som &r ndra men storre dn 1 sa ar
f(z) =~ 2 ( det &r ju detta som lim, ,1+ f(z) = 2 betyder) men for tal nira men mindre &n 1 sa
giller f(z) ~ 1 (vilket ar betydelsen av lim, ,;- f(x) = 1).

Naturligtvis s& finns det da inget tal A sa att f(x) dr ndra det talet ndr = &r nira 1 (vilket ar
betydelsen av lim, ,; f(x) = A). Ett sddant tal skulle ju behéva uppfylla bade A =2 och A = 1.

Observera att detta resonemang bygger pa tolkningar av definitioner!

Losningsprincip: Ga till definitionen och tolka den!



27.

28.

29.

30.

31.

Om lim,_,3 ((i = 2 foljer det da att lim, 3 f(z) = 2lim,_,3 g(z)?
Svar: Nej!

Tankeséitt: (Detta dr inget bevis!) Om lim, 3 f(z) = 24 # 0 och lim,_3 g(x) = A # 0 sa skulle
lim,_,3 % = 2 enligt kvotregeln. Men kvotregeln antar att lim, .3 f(z) = 24 och 21lim,_,3 g(x) =

A. Nér vi vill visa motsatsen sa vittnar det antagandet om vad som kan ga fel.

Vi vill konstruera ett motexempel och for det sa ricker det med att vélja en funktion g(x) sa
att lim, ,3 g(x) inte existerar, tex g(x) = cos(1/(z — 3)), och sen viljer vi f(z) = 2g(z). Da &r
f(z)/g(x) = 2 men vi kan inte ens tillskriva lim, 3 f(x) eller lim,_,3 g(z) nagra varden.

Losningspricnip: Vi konstruerar ett motexempel. Men vi tittar &ven pa pa de antaganden vi gor
i en sats. Ett bra sitt att se till att man forstar en sats dr att ta bort ett antagande och forsoka
hitta ett motexempel till motsvarande sats utan det antagandet.

Antag att det existerar ett § > 0 sa att |f( ) —m| < 100 for alla x sa att |z — 2| < 9. Foljer det
att det finns ett 0 > 0 s& att |f(z) — 7| < 15 for alla z sa att |z — 2| < 67

Svar: JA!

Tankeséitt (Detta &r inget bevis!) Absolutbeloppet &r ett avstand. Sa [z —2| < § = |f(z) —7| <
w5 betyder att om x &r néra 2 sa ir f(z) nédra «, inom 1/100 fran 7. Men om da méste ju f(z)
vara inom 1/10 fran 7.

Ténk den student som &r inom 1/100 mil fran puben (f(z) avstandet fran pubben som ligger pa
adressen ) nir klockan &r tillréickligt niira 2. Ar det da inte uppenbart att han #r inom 1/10 mil
fran puben da klockan ar tillrdckligt néra 27

Losningspricnip: Vi tolkar uttrycken i vardagstermer.

Antag att det existerar ett § > 0 si att ]f( ) — 3| < 15 for alla z sé att |z — 2| < §. Foljer det att
det finns ett § > 0 sé att | f(x) — 2| < & for alla 2 sa att [z — 2| < 67

Svar: Nej!

Tankesitt: (Detta dr inget bevis!) Antag att samma student senare beslutar sig for att dricka pa
en annan pub som ligger pa adressen 3. Antag att vi vet att han ar inom 1/100 mil fran pubben
da klockan #r néira 2. Dvs. om |z — 2| < d sa [f(x) — 3] < Kan han da vara inom 1/10 mil
fran en annan pub pa adressen 27

100

I andra ord, om Kalle alltid stapplar omkring inom hundra meter fran konsulatet vid 2 tiden sa kan
han inte stappla omkring inom en kilometer fran Mosebacke vid samma tid. Eftersom Mosebacke
och konsulatet &r mer &n 1/100 + 1/10 mil ifran varandra.

Antag att det for varje § > 0 finns ett ¢5 > 0 sa att |f(x) + 2| < €5 for alla z sa att |z 4+ 7| < 4.
Foljer det att lim,_, 7 f(z) = —27
Svar: Nej!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Det ar vildigt viktigt att vi forst véljer € och sen d. i defini-
tionen av gransvirde. Om vi véljer ¢ forst sa kan vi, for varje begrinsad funktion f, bara vilja
€5 =det storsta virdet |f(x) + 2| antar da |z + 7| < . Detta skulle innebéra att alla begrinsade
funktioner ar kontinuerliga!

Losningspricnip: Ga till och tolka definitionen.

Har 23 + 7822 — 13z + 16 = 0 nagon 16sning? Varfor eller varfér inte?

Svar: JA!



32.

33.

34.

Tankesétt: (Detta ar inget bevis!) Vi vet att polynom ar kontinuerliga. Dessutom sa géller
lim, oo 2% + 782% — 132 + 16 = oo s& om x &r stort, sig x > C, s dr polynomet positivt. Och
da lim,_,_o 23 + 7822 — 132 + 16 = —o0 si #r polynomet negativt da = #r mycket mindre #n noll,
sig v < —C_;.

Observera att detta foljer av definitionen, om lim, ., f(x) = oo s& finns det ett C; > 0 sa att
f(z) >1>0o0mz > Ch.

Men enligt satsen for mellanliggande viirden si maste det finnas ett xg €] — C_1, Cy[ s& att xj +
78x% — 139 + 16 = 0.

Losningspricnip: Detta dr sammansattningen av tre enkla satser, “polynom &r kontinuerliga”,
“standardgransviarde” och “Satsen om mellanliggande virden”. Satserna dr enormt viktiga for
matematiken och vi maste kunna dem valdigt vél.

Antag att f(z) > g(x) for alla x € (0,1). Foljer det att lim,_,;- f(z) > lim,_,;- g(z)?
Svar: Nej!

Tankesitt: (Detta ar inget bevis!) Motexempel: f(z) =1 — 2z och g(z) = 0. Om man tittar pa
satsen “Regeln for gransovergang i olikhet” (Sats 5 pa sidan 141 i Persson-Bojers) sa ser man att
det som skiljer den hir uppgiften fran satsen ar att vi har “<” men satsen har “<”. Man ska alltid,
ndr man laser en sats, forsoka se om de antaganden som gors dr nodvindiga. Har man gjort det
sa blir den har uppgiften enkel.

Losningspricnip: Vi tittar pa en nérliggande sats, hittar motexempel. Det kan dven hjédlpa att
rita en graf.

Antag att f(z) dr kontinuerlig pa [0,1). Vilka av foljande grénsvirden existerar garanterat:
a) lim, o+ f(2)?
b) lim, 1 f(z)

?
C) liInac—>1/2 f(x)?

Svar: a) JA, b) NEJ, ¢) JA, d) NEJ

Tankesétt: (Detta ar inget bevis!) Enligt definitionen for kontinuerliga funktionen sa foljer a) och
¢). For b) sa hittar vi motexemplet cos(1/(z — 1)) (vi diskuterade detta noga pa foreldsningen). I
d) hittar vi motexemplet f(z) =z — % vilket byter tecken i z =1/2.

Om lim, . f(x) = oo vad ar lim,_,.sin(f(x))?
Svar: Vi kan inte avgéra. Det beror pa f(x).

Tankesétt: (Detta ar inget bevis!) Om f(z) = 1/|c — 2| sa &r grinsvirdet odefinierat (gor
substitutionen ¢ = 1/|c — z| i lim, . sin(f(x))). Men om tex ¢ = 0 och

1 1
=92 — < < —
f(z) =2mn om —— ||

1 n
s& kommer sin(f(z)) = 0 och grénsvirdet existerar.

Detta kan vara lite knivigt att komma pa forsta gangen man ser det. Men egentligen sa ar det
ganska enkelt vi vet att sin(27n) = 0 sa det finns virden pa x som gar mot odndligheten och
sin(z) = 0 for de virdena sa om virdeméngden till f bara innehaller dessa viirden sa kommer
sin(f(z)) = 0.

Pa samma sitt sa kan vi naturligtvis hitta funktioner f(x) sa att lim,_,. sin(f(x)) sa att gransvirdet
blir varje tal mellan —1 och 1.



35.

Antag att f(z) och g(z) &r kontinuerliga pa [—3, 00) vilka av foljande géller
a) f(z) 4+ g(x) ar kontinuerlig.
b) f(x)g(z) ar kontinuerlig.
f(z)

¢) iz &r kontinuerlig.

Svar: a) och b) &r sanna c) ar falsk

Tankesitt: (Detta dr inget bevis!) a) och b) foljer av, vad som borde vara en sats men istéllet
ar, de forsta stycket pa sidan 150 i Persson-Bojers. Del ¢) &r falsk om f(x) = 0 for nagot x.

Modul 2.

. Finns det nagon funktion f(z) definierad pa [0,1] sa att f’(x) > 0 for alla 2 och f dr vixande? Ar

alla sadana f strikt vixande?

Svar: Ja, enligt medelvvirdessatsen sa dr f(x) vixande pa ett intervall [a,b] om f'(z) > 0 for
alla © € [a,b]. Men f &r inte nodvindigtvis strikt vixande da funktionen f(z) = 1 uppfyller
f'(x) =0 > 0 utan att vara strikt vixande.

Om f > g foljer det att [ > ¢'7
Svar: Nej (Motexempel f(z) =0 och g(z) = —e™*.)

. Antag att f(z) ar kontinuerlig i en punkt z°. foljer det att f &r deriverbar i 2°7

Svar: Nej (Motexempel z° = 0 och f(z) = |x|. Detta visar att deriverbarhet ir starkare #n
kontinuitet eftersom “deriverbar Rightarrow kontinuerlig” men inte omvént.)

Om f'(z) > ¢'(z) for alla x foljer det att f(z) > g(x)?

Svar: Nej (Pa samma sitt som for tva uppgifter sen. Observera att derivatan anger forandring
av funktionen men inte storleken.)

s . 2 df (z)g(x :
Om f(z) > 0 finns det nagon funktion g s att % = sin(2x)?

Svar: Ja (ta g(z) = %)

. Antag att f och g &r deriverbara funktioner sa att f(z) > g(x) for alla z och fér nagon punkt x

sa géller f(zg) = g(xo). Vad kan man siga om relationen mellan derivatorna f’(x) och ¢'(x)?

Svar: f'(zo) = ¢'(x¢) (Rita grafen av f och g eller anvind att h'(x¢) = 0 vid maxpunkten x, for

/
W) = f(z) —g(z).)
Om f(z) &r kontinuerlig pa | — 1, 1] kommer f att antaga ett maximum pa det intervallet?

Svar: Inte nodviindigtvis. (Vi har en sats som sdger att kontinuerliga funktioner nédvindigtvis
antar sitt maxima pa slutna och begrinsade intervall. Hér ar intervallet inte slutet sa vi kan inte
anvinda den satsen. Istéllet s kan vi konstruera ett motexempel tex f(x) = ﬁ som inte antar
nagot maximum pa det givna intervallet.)

. Antag att f(z) ar en funktion definierad pa [1, —1] och f(—1) = —1, f(1) = 1 existerar det da ett

xo € [—1,1] sa att f(xg) =07

Svar: Nej (Enligt satsen om mellanliggande virden sa &r detta sant for kontinuerliga funktioner.
Sa nér vi konstruerar ett motexempel sa kan maste det vara en diskontinuerlig funktion. Tex sa
—1 omz>0

ar f(x)7{ I omawpo °ft motexempel.)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Lat f(z) vara en deriverbar funktion pa [—1, 1]. Existerar det nagon funktion g sa att ¢'(z) = f'(x)
och ¢(0) =07

Svar: Ja (tex kan vi vilja g(z) = f(x) — f(0). Observera att detta &r lite av principen vi anvinder
nér vi ser till att losningen till en diff ekvation antar initialdata.)

Om f'(z) > 0 for alla z € R foljer det att lim, ., f(z) = 007

Svar: Nej (Observera att den hir uppgiften foregriper generaliserade integraler eftersom lim,_,, f(x) =

limy o0 [ f'(x)dz — f(0) om nagot av grinsvirderna existerar. Sa fragan blir finns det nagon
strikt positiv funktion f'(z) s& att den generaliserade integralen [;* f'(x)dx existerar. Svaret &r
naturligtvis “Ja”. Vélj tex f(x) = —e " sa f'(x) = e ")

Antag att f(z) &r deriverbar pa [0,00) och att f'(x) > 1. Kommer f(x) — oo da z — 007

Svar: Ja (Enligt differentialkalkylens medelvirdessats sa kommer f(x) — x att vara vixande sa

f(x) > f(0)+ 2 — oo sa f(x) — oo da z — 00.)

Antag att f(z) och g(z) dr deriverbara pa [0, 00), f'(x) > 1 och ¢'(x) = 2f'(x). Vad ér lim, %?

Svar: L (Observera att g(z) — g(0) = 2(f(z) — f(0)) sa L&) = f(x) 2+g(0)1,(2)f(0). Eftersom
f(z

2 g(z) — g(0)=2f(0)+2f(x)

f(x) — oo enligt foregaende uppgift sa foljer det litt att det sokta gransvardet ar %)

Rita en sketch av Newton-Rappsons metod for en konvex funktion f(z). Kan man dra slutsatsen
att 16sningsapproximationerna xs, rs3, x4, ... ir antingen dkande eller minskande?

Svar: Sekvensen xy,x3, 24, ... kommer att vara antingen okande eller minskande.

Kan en konvex funktion f(x) ha en inflexionspunkt?

Svar: Nej (titta pa definitionen)

Ge ett allmént uttryck for alla funktioner som dr samtidigt konvexa och konkava.

Svar: ax + b.

Antag att f(z) = ax® + bx? + cx + d dr en konvex funktion pa R. Vad dr a?
Svar: a =0 (f"(z) = 6ax + 2b sd om f"(x) > 0sa &r a =0 (och b > 0).)

Modul 3.

. Om f(x) > 0 kommer [ f(z)dz att vara vixande?

Svar: Ja (D [ f(z)dz = f(z) > 0 och om derivatan &r icke negativ s& r funktionen vixande.)

. Om f(z) &r deriverbar och avtagande kommer [ f(z)dz att vara konvex?

Svar: Inte nédvindigtvis (D? [ f(z)dz = f'(z) < 0s4 [ f(z)dx dr konvex endast om f'(z) = 0,
dvs om f &r konstant.)

Om [ f(z)dz dr konstant kommer f'(z) = 07
Svar: Ja (Faktum &r att om [ f(z)dx &r konstant s &r 0 = D [ f(z)dx = f(x) sa f(z) =0.)
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11.

12.

. Lat f(z) —{ .

. Jag har tidigare sagt att om vi vet nagot om en funktion sa vet vi nagot om inversen. Nu sa

ar derivatan invers till den primitiva funktionen. Vilka regler for derivatan motsvarar partiell
integration och variabelsubstitution?

Svar: Partiell integration < produktregeln. Variabelsubstitution < kedjeregeln.

Kan en funktion ha odndligt manga lokala maximum punkter?

Svar: Ja (Tex cos(z) eller sin(1/x) ar exempel.)
Kan vi hitta polynom, p(x) och ¢(z), s& att

1 _plr) @),

(z+1)(z+2)(x+3) z4+1 z+2

Svar: Nej. (Observera att hoerledet har en singularitet i © = —3.)

Om f(z) = oo da © — oo kommer da dess primitiva funktion F'(z) — oo da x — 007

Svar: Ja.

Om f(z) - ¢ > 0 da z — oo kommer da dess primitiva funktion F(z) — oo da x — oo?

Svar: Ja.

Om lim,_,; f(z) = oo kommer da dess primitiva funktion F'(z) — co da x — 17

Svar: Nej. (Tex sa kommer derivatan av \/|z — 1 éj‘ att ga till odndligheten men inte dess

integral.)

(Elakt tal) Om lim,,; F(z) = oo kommer da lim,_,; f(z) = oo?

Svar: Nej. (Det hir talet ir ganska elakt men ett motexempel till pastaendet &r f(z) = L (1+
cos(1/(z = 1)*)).)

Om F(z) &r en positiv konstant vad &r f(z)?

Svar: f(z) = 0.

Om f(z) dr begrinsad kommer [ f(x)dz att vara kontinuerlig? Deriverbar?

Svar: Per definition sa ér derivatan av [ f(x)dx lika med f(z) si den existerar. Eftersom derivatan
existerar sa dr den primitiva funktionen kontinuerlig. Men nér vi boérjar tala om integraler sa
kommer vi att ha vissa integrerbara funktioner vars integral inte &r deriverbar. Men om f &r
begrinsad sa kommer integralen alltid att vara kontinuerlig.

Modul 4.

1 om z ir rationellt

. : o
om o inte fr rationellt } kommer f(z) att vara Riemann integrerbar?

Svar: Nej.

CAr f(x) = €@ _ 718 cos(sin(z))438+*™® integrerbar pé intervallet [—10'0,1020™].

Svar: Ja, kontinuerliga funktioner ar integrerbara pa slutna begriansade intervall.
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11.

Lat f(x) vara en begrinsad funktion pa intervallet [—3,3] och Wx(z) en sekvens trappfunktioner
sa att Wo(x) < Wy(x) < Uy(x) < ... < f(z). Kommer limy_,, ffs U (x)dx att konvergera?

Svar: Ja. Eftersom U dr en vixande sekvens sa kommer deras integraler att forma en vixande
sekvens av tal. Da f(x) ar begrinsad s kommer integralerna av W, att vara begrédnsade. Okande
begrinsade sekvenser konvergerar enl kompletthetsaxiomet.

. Finns det nagon funktion f(x) som ar definierad pa [0,1[ och lim, ,o- f(x) — oo men f(x) &r

Riemann integrerbar? Kan du berdkna f01 \/%d:c? Reflektera!

Svar: Nej.

d rsin(t)

7 Jo arcsin(x)dx} = ycos(y) for allay € [-Z,Z]7

Kommer limy_,, [
Svar: Ja (Enligt definitionen av primitiv funktion, om vi tar hinsyn till den inre derivatan (ked-

jeregeln).)

om fe) = { P B0

kommer da f'(x) =

cos(z) forxz #£0 ,
0 forx =0~

Svar: Nej! (Observera att f dr diskontinuerlig i x = 0 sa f &r inte deriverbar i z = 0. Rétt

{ cos() for x # 0 )

derivata dr darfor f/'(z) = odefinierad  for 7 — 0

. Antag att lim, ,;- f(x) = —1 och lim, ,;+ f(x) = 1 for ndgon integrerbar funktion f(z) definierad

pa [0,2]. Vad ér lim. o [\7 f(2)dz?

Svar: 0 (Observera att vi beriknar ytan av ett omrade som har basen 2¢ — 0. Eftersom hoger
och vénstergrinsvirdet existerar sa ar f begridnsad nar z ~ 0.)

- 1 -1
. Vad ar lim,_, fxﬁ e & dt?

2

Svar: e (Observera att e ™ 5 1dat— 00.)

- T
. Vad ar limp_, % fo arctan xdx?

Svar: 7/2 (Den hir &r lite knepigare. Men i om vi gor variabelbytet y = x/T s& far vi
limy 00 fol arctan(T'y)dy och for varje y > 0 sa kommer arctan(Ty) — 5 da T' — oo.)

Om f(z) &r kontinuerlig pa [0, 1] kan man da skriva limy_, 22:1 2 f(n/k) pa ett enklare siitt?

Svar: Ja, detta &r fol f(z)dz. (Rita en bild med grafen av f(z) och varje term i summan
Y oo Zflzl + f(n/k) som en rektangel med bas [(n — 1)/k,n/k] och hdjd f(n/k) om k &r hyfsat
stort, sig k = 10, sa blir det intuitivt klart att summan approximerar ytan under grafen.)

Om f(z) ar kontinuerlig pa [—1,1] och —1 =21 < 23 < 23 < ... < Ty, < Tpyq... < 1 &r punkter si
att limy, oo , = 1 kommer da Y7 |zp1 — 20| f (@) = fjl f(z)dz?

Svar: Nej. (Den hér dr lite knepig forstod jag nér vi diskuterade den pa foreldsningen. Men for
att en uppdelning a = zp < 1 < 22 < ... < x, = b ska ge en bra approximation till fab f(z)dx
sa maste avstandet mellan x; och x;;, vara litet for alla j. Men om sekvensen i uppgiften ar tex
x;=1—1/j fér j € Noch zy = —1 sa kommer vi bara att ha ett intervall i omradet [—1,0]. Rita
gérna grafen av f(z) och ytan > |[Zp41 — @n|f(2,). D& kommer du att se att ¥ &r en dalig
approximation av f(z) om f(x) inte f(x) &r néstan konstant i [—1,0])
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15.
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17.

18.

19.

Om f(z) &r kontinuerlig pa [0, 00] kommer d& [ f(z)dx att existera? Kommer, for varje tal
a,beER,b>a>0, fb f(x)dx att existera?

Svar: fo x)dx existerar inte som en generaliserad integral i allménhet (ta tex f(x) = 1 vilken

ar kontmuerhg men limy — 0o fo (x)dx divergerar). Att f f(z)dz existerar foljer direkt av a
att f(z) ar kontinuerlig (Sats i boken).

Lat f1, f2, f3,... vara en oéndlig méngd kontinuerliga funktioner definierade pa [0, 1], kommer da
D one 1fo fu(w)de = fo net fn(2)d?

Svar: Nej. (Det hér ar en lite elak uppgift da den gar lite utanfor kursen men jag ville ha med
den for att visa att det finns mer att gora i analysen. Vi har visat att det finns en relation mellan
derivatan och integralen - men det finns manga andra relationer att undersoka: tex. nir man
har ratt att byta ordning pa odndliga serier och integraltecknet. Hir sa skulle vi kunna tédnka
oss att f,(x) = cos(x/7) for alla n. Da &r f01 fo(z)dz = 0 for alla n men summan till hoger blir
> cos(z/m) vilken naturligtvis divergerar for alla x # 1/2 sa summan (och siledes integralen)
till hoger ar inte meningsfull.)

Om f(z) &r integrerbar och begriansad pa [—5,5] finns det da ett tal ¢ sa att 10c = fif) f(z)dz?
Finns det ett z. € [-5,5] s& att f(z.) = ¢?

Svar: Absolut, ¢ = % fi,) f(z)dx. Det finns dock inte nédvindigtvis nagot x. sa att f(z.) = c.
For det behovs kontinuitet. Ett motexempel skulle vara f(xz) = —1 for x < 0 och f(z) = 1 for
x > 0da dr ¢ = 0 men f(zx) # 0 for alla 2. Observera att detta innebir att antagandet att
f(z) &r kontinuerlig i integralkalkylens medelvirdessats &r nodvéndigt. Och eftersom vi anvinder
integralkalkylens medelvirdessats i beviset av analysens huvudsats sa dr kontinuitetsantagandet
nodvindigt dven dér.

For vilka integrerbara funktioner f(z) géller

Sy fa)da| = [ 1 @)ld?

Svar: Den hér fragan &r lite knepig. Om f(z) dr kontinuerlig sa &r svaret om antingen f(z) > 0
eller om f(z) < 0. Men om f(x) &r styckvis kontinuerlig s& récker det med att f(z) > 0 eller
f(z) <0 for alla utom ett andligt antal punkter.

Antag att f(z) och g(x) > 0 &r deriverbara pa [0, oo|, vad dr D fg(x) f(t)dt? Kan vi forsvaga nagot
antagande och dra samma slutsats?

Svar: ¢'(z)f(g(x)). Observera att vi kan definiera F(z) = [ f(¢)dt, da &r uttrycket i uppgiften
F(g(z)) och vart svar foljer av analysens huvudsats och kedJeregeln For det argumentet sa behover
f(z) inte vara deriverbar. Vi kan foérsvaga det antagandet till f(x) kontinuerlig.

Om f(1) = —1 och f1 f(z)dx = 2 vad ar f(5)?
Svar: f(5) = 1. Detta eftersom 2 = f1 f(z)dx = f(5) — f(1) = f(5) + 1.
Géller den generaliserade medelvirdessatsen utan antagandet g > 07 Om inte hitta pa ett motex-

empel.

= sin(z) och f(z) = x, a = —1 och b = 1. Da é&r
€) fjl g(x) =0 for alla £ men fjl f(z)g(z)dx > 0 da integranden &r strikt positiv i alla punkter
forutom z = 0.

Svar: Nej den giller inte. Tex om g(x)

Om f(x) &r kontinuerlig pa [a,b] s& D [ f(t)dt = f(z) enligt analysens huvudsats. Lat

—1 omz <0
flz)=¢ 0 omz=0
1 om x >0
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och F(z) = [*, f(t)dt. For vilka z ir F'(z) definierad, vad &r virdet av F'(z) i dessa punkter?

Ar hoger respektive vinsterderivatan definierad, vad ér virdet av hoger och vinsterderivatan i sa
fall?

Svar: F'(z) ar definierad for o # 0 (dvs dar f(x) &r kontinuerlig). Hoger och vénsterderivatan &r
dock definierad 6verallt, detta foljer direkt fran hdger och vinsterderivatans definition.

Om f(x) &r en kontinuerlig funktion pa R sa att f(z) < 10 kommer da f_12 f(z)dzr <307 Kommer
[, f2(x)dz < 3007

Svar: f_12 f(z)dx < 30 eftersom f_12 f(z)dx < f_12 10dz < 30. Det andra péastaendet ir inte sant.
(Motexempel f = —100 < 10.)

Om f(z) 4r en kontinuerlig funktion pa |0, oo[ s& att |f(z)| < |z|* for alla z > 0. For vilka viirden
pa a > 0 och o kommer [7°|f(z)|?dz garanterat att vara konvergent?

Svar: Om a > 0 s& konvergerar integralen for o < —1/2. Om a = 0 sa &r integralen divergent for
alla a.

Ar sats 11 pa sidan 316 sats sann utan antagandet f > 07
Svar: Nej (Tex om f(z) = —% sa iir f < g = 0 och [” g(z) &r konvergent men [ f(z)dx ér
divergent.)

Svar? Lat f(z) vara integrerbar pa [—1,1] och f(0) = 0. Ar den generaliserade integralen

1

o @dm konvergent om f(z) ir begrinsad? Kontinuerlig (LEDTRAD: Ar f(z) = { (')h“('x‘)'

kontinuerlig?)? Deriverbar?

Svar: Divergent i allmdnhet om f &r begridnsad eller kontinuerlig (exemplet i ledtraden &r kon-
tinuerlig.). Men om f &r deriverbar sa kommer f(z)/x att vara begrédnsad si integralen blir
konvergent.

Antag att f(z) ar kontinuerlig pa [0, 1] och att den generaliserade integralen fol |fgv—””d:lc konvergerar.
Kommer da fol @dw att konvergera?

Svar: Ja!

Vi vet att 1 — || inte &r primitiv funktion till nagon funktion definierad pa [—1,1] (eftersom
derivatan av 1 — |z| inte 4r definierad i * = 0). Men finns det nagon funktion f(z) sa att
1—|z| = [7] f(t)dt? Reflekteral

Svar: Ja det finns en sadan funktion. Reflektionen &r att integralen &r mer generell &n primitiva
funktionen. Detta leder till mojligheten att definiera ett mer generellt derivatabegrepp. Men det
ar nagot som vi maste ldmna till en annan kurs.

Modul 5.

. Vilken kurva i planet &r (sin(¢),cos(t)) for t € [0,2n[7 Vilken kurva dr (2sin(t), 3 cos(t)) for

t € [0,27[? Vilken kurva &r (sin(t), cos(t)) for ¢ € [0, 4n[?

Svar: Forsta kurvan ger en cirkel i planet, den andra en ellips och den tredje ger en cirkel genomlopt
tva varv.

1 om x # 0

omx =20
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. Rotationsvolymen som fas nir omradet mellan grafen av den kontinuerliga funktionen f(x), a <

x < b roteras kring x—axeln &r noll. Vad ar f(x)?

Svar: 0 (Rotationsvolymen &r f; 7 f3(z)dz vilken #r lika med noll endast om f(z) = 0 (hir
anvinder vi kontinuitet) eller a = b)

Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en deriverbar funktion f(z) pa [0, oo sa att

kroppens yta ar oéndlig men dess volym andlig?

Svar: Ja (tex f(z) = —.)

14"

. Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en begrinsad och deriverbar funktion f(z)

pa [0, 00[ sa att kroppens volym &r oéindlig men dess yta dndlig?

LEDTRAD: Eftersom f'(z)*> > 0 s4 kommer /1 + f'(z)? > 1.

Svar: Nej

. Ar Cauchys integralkriterium (Sats 1 pa sidan 353) sant utan antagandet att f(x) ir avtagande?

Hitta ett motexempel.

Svar: Nej.

. Ar Cauchys integralkriterium sant utan antagandet att f(z) > 0? Hitta ett motexempel.

Svar: Ja. Om f(z) < 0 f6r nagot = sa kommer integralen inte att konvergera.

. Vilka av foljande serier dr konvergenta $1°°, X $7°° <s™) o0 f51 vilka konstanter o och C' dir

n=1n’ n=1 n

3% Y konvergent?

n=1 n«

Svar: Y 7 L &r inte konvergent, Y costmn) 5r konvergent (Leibnitz kriterium). a > 11 och

alla C' € R (om C = 0 sa &r serien naturligtvis konvergent for alla «.)

. Ar volymen av fljande rotationsvolym #ndlig: Volymen som fas da ytan mellan % och z—axeln

da x > 1 roteras kring z—axeln.

KOMMENTAR: Nir den store filosofen Hobbes sag det har resultatet lar han ha uttryckt: “to
understand this for sense, it is not required that a man should be a geometer or a logician, but that
he should be mad.” Kanske dr matematiken endast for oss forryckta - och intrddet i matematiken
kostar oss vart forstand.

Svar: Ja (enligt formeln volym = [ 7 f(z)%dx.)

. Ar volymen av foljande rotationsyta fndlig: Ytan som fas da grafen av y = % da x > 1 roteras

kring z—axeln?
Svar: Nej (Ytan dr limx_, o flx 2rf(x)/1+ (f'(2))%dz > limx_,q0 flx 2 dy vilken divergerar, hér
anvinde vi ocksa att /1 + a2 > 1.)

En termostat ser till att temperaturen, T'(¢), i tidpunkten ¢ férdndras enligt T"(t) = 20 —T'(¢) vilka
ar de temperaturer som termostaten haller konstant.

Svar: 20 (Da sdger diff ekvationen att 7" = 0, dvs temperaturen foréndras inte.)

Skriv ner en differentialekvation vars 16sning y(x) véixer da y(x) < —1, avtar da y(z) > 1 och inte
forindras (med avseende pa z) da y(z) = 1/2.

Svar: Tex y' = —(y — 3) eftersom da kommer y' >0déd y <1/2, 4 <0day >1/20chy =0 da
y=1/2.
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Lat f(x) vara en given kontinuerlig funktion pa R. Kommer y(z) = [ f2(t)dt att 1osa differen-
tialekvationen y/'(z) = f(x)?

Svar: Ja enligt analysens huvudsats.

Lat G(z) vara en deriverbar funktion och h(z) en kontinuerlig funktion pa R. Vilken differen-
tialekvation lser y(z) @ ([ h(z)ef@dz) + Ce=¢@?

Svar: iy + G'(x)y = h(x)
Vilka av féljande ekvationer ér separabla: y3(x)y/(x) = cos(x), v/ (z)+32%y(x) = €%, (22 +1)y/(z) =
y(x)In(|x|). Vad gor separabla ekvationer viktiga?

Svar: Den forsta och den tredje. De ar viktiga eftersom vi kan anvéinda kedjeregeln for att losa
dem.

Vilken deriveringsregel gor separabla ekvationer féorhallandevis enkla att 16sa?

Svar: Kedjeregeln.

Rita vektorfiltet (1,4% + x), dvs en skiss av xy—planet dir punkten (z,y) forses med vektorn
(1,4% + x). Skissa sedan lésningen till 3/(z) = y* + = i samma talplan.

Svar: Orkar inte!

Lat g(y) > 0 vara en kontinuerlig funktion pa R med primitiv funktion G(z). Vilken differnetial
ekvation loser y(z) z) ([ h(z)dx + C)?

Svar: G'(y)y' = h(z).

Vilken sats fran integralkalkylen &r den fundamentala satsen for att 16sa integralekvationen y(x) =
Iy 9@)y(t)at?

Svar: Analysens huvudsats. Vi kan derivera integralekvationen och fa en enkel linjar differen-
tialekvation y' = yg(z) som vi kan 16sa.

Antag att Ly(z) = y'(x) + sin(z)y'(z) + 3y(x), att Lf(z) = 0 och att Lg(x) = 0, vad blir
L(f(x)+g(x))?

Svar: 0 (Ekvationen &r linjir.)

Antag att Ly(z) = v'(z) + y*(z), att Lf(x) = 0 och att Lg(x) =0 vad ar L (f(z) + g(x))? Varfor
skiljer sig svaret nu fran férra uppgiften?

Svar: L (f(z)+ g(z)) = 2f(x)g(z) (Den hir &r inte linjar s& vi kan inte bara addera 16sningar
och fa en ny l6sning. Observera att detta gor att hela strategin att 16sa andra ordningens differ-
entialekvationer genom att skriva losningen som yj, + y, inte fungerar for ickelinjdra ekvationer.)

Svar? Antag att a/(z) = b(x). Skriv y"(z)+a(z)y (z)+b(z)y(x) = h(z) som tva férsta ordningens
differentialekvaationer.

LEDTRAD: Vilken ekvation léser w(z) = y'(z) + a(z)y(z)?

Svar: Vi far féljande differentialekvationer

w' = h(x)
y'(x) + a(z)y(z) = w(z).

Observera att vi kan enkelt 16sa den forsta differentialekvationen (for w) genom att integrera h. Da
blir den andra differentialekvationen en linjir forsta ordningens differential ekvation i y(z) vilken vi
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ocksa kan losa. Det ar darfor mojligt att 16sa vissa andra ordningens linjira differentialekvationer
med variabla koefficienter. Férmodligen sa kommer vissa av er att stéta pa liknande ekvationer
i nagon kurs nagon gang. I det fallet sa ar det viktigt att kunna resonera kring matematik och
skapa sin egen 16sning - &ven om den inte rakade vara pa en form som ingick i den hir kursen.

Hitta tva konstanter a och b sa att alla l6sningar till ¥”(x) + ay(z) 4+ b(x)y(xz) = 0 som inte ar
identiskt noll antingen gar mot odndligheten (lim, . y(z) = o) eller mot minus oédndligheten
(lim, 00 y(x) = —00).

Svar: a = —3, b = 2 (d& dr det karakteristiska polynomet 72 — 3r + 2 vilket har rotterna r = 2
och r = 1 s alla 16sningar ir pa formen Ae®* + Be® vilken uppfyller kriteriet i uppgiften.)

Hitta tva konstanter a och b sa att alla losningar till y”(z) + ay(x) 4+ b(x)y(z) = 0 sa att alla
16sningar gar mot noll (lim, . y(z) = 0).

Svar: a = 3, b =2 (som i foregaende uppgift)
Hitta tva konstanter a och b sa att alla losningar till y”(x) + ay(x) + b(z)y(z) = 0 s& att alla

16sningar, som inte dr identiskt lika med noll, 4r begransade och periodiska (dvs det finns ett £ > 0
sa att y(z) = y(z + &) for alla z).

Svar: a =0 b =1 (Den allménna l6sningen blir da y(x) = Asin(x) + B cos(x) sa y(z +27) = y(z)
for alla z.)

Modul 6.

. Rita grafen av tva funktioner f(z) och g(x), definierade pa [—1,1], s& att (™ (0) = g™ (0) for alla

nmen f(1/2) # g(1/2)?

Svar: Orkar inte! (Tyvérr s& kommer det hér svaret inte att ge podng pa tentan...)
Kan man, for varje C' > 0 och € > 0, hitta en funktion fc (z) definierad pa hela R sa att
|foe(x) —ps(z)| > C for nagot |z| < e

dér ps(z) dr Maclaurinpolynomet av ordning 8 till fo.. Vad betyder detta?

Svar: Ja. Lat fo.(z) = Mz da blir Maclaurinpolynomet av ordning 8 till fc. identiskt lika
med noll (dvs pg(z) = 0) eftersom de forsta atta derivatorna till fo. dr lika med noll. Men
foe(zo) = M for xy = /2 och om M > 2°C/€® sa kommer dérfor |fo.(x) — ps(wo)| > C si det
finns definitivt f som i uppgiften.

Detta betyder att resttermen &r vildigt nodvindig ndr man anvinder Taylor serier for att ap-
proximera funktioner. Om man inte kan kontrollera resttermen sa kan ens approximation raka
vara otroligt dalig (sig C' = 10'°) dven niir man #r otroligt néra punkten man vill approximera
funktionen i (sig e = 10710).

Om tredje ordningens Maclaurinpolynom till f(z) ir p(z) = 14 32?4 323 vad ér fjirde ordningens
Macalurinpolynom till funktionen F(z) = [ f(t)dt?

Svar: F(z) =z + 2% + w—; + R(x)z°.

Om Maclaurinpolynomet av ordning tre till f(x) &r p(x) = 2 + 22 vad dr Maclaurinpolynomet till
ordning tre till g(z) = f(x?)?

Svar: 2 (Observera att f(t) = 2+ t? + R3(¢)t? vilket ger, med t = 2?2, f(2?) = 2 + 2* + R3(2?)2"
sd den enda termen av grad lagre dn tre ar 2.)
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Om f(z) har Maclaurinpolynomet py(z) = 2 + x + 2% vad dr d4 andra ordningens Taylorpolynom
i punkten = = 2 till f(x —2)7

Svar: p(z) =24 (z —2) + (z — 2)%

Om f(x) ar udda och deriverbar till ordning 5, vad ar da f”(0), f®(0)?

Svar: 01 bada fallen.

Om f(x) &r kontinuerligt deriverbar pa R, maste da | f(x)—f(0)| < M|x|dér M = maxg|<js |f'(£)]?
Varfor, varfor inte?
Om f(z) &r tvA ganger kontinuerligt deriverbar pa R, méaste da |f(x) — f(0) — f(0)z| < M|z|* dir

If //2(’5”? Varfor, varfor inte?

M = maxXje|<|q|

Svar: Ja i bada fallen. Det forsta foljer av medelvirdessatsen och det andra av att gi(x) =
f(z) = £(0) — f(0)x| £ M|z|* &r en konkav/konvex funktion med virde noll i den enda stationira
punkten.

Om f(z) har kontinuerliga derivator av alla ordningar pad R och |f(z) — ((z — 3) + (z — 3)")| <
12|z — 3|7 vilken dr den hogsta ordningens Taylorpolynom vi kan ange for f(x), i punkten z = 3,
baserat pa den givna informationen. Vad &r Taylorpolynomet till f(z) av den storsta ordning som
vi kan vara sédkra pa?

Svar: Storsta vi kan vara sékra pa dr ordning 6 och Taylorpolynomet av ordning 6 ar (z — 3) +
(z —3)L

. Om Taylorpolynomet av ordning tre i punkten z = 1 till f(z) &r p3(2) = =4+ (x — 1) + #(z — 1),

kan vi utifran denna information beriikna f®(0) = 0?7 f(z) #r tre ganger kontinuerligt deriverbar
i hela R.

Svar: Nej, taylorpolynomet ger bara information lokalt (nira punkten x = 1).

Antag att f(z) ar kontinuerligt deriverbar pa R och att Taylorpolynomet av ordning tre i punkten
r = a ér p3(z) = 6 + z + 423, for alla punkter a € R, vilken funktion ar f(x)?

Svar: f(z) =6+ x + 42°



