Svar till Uppgifter v47 del 1 SF1602 Diff. Int.

3: Svar till kortuppgifter:

i) Om f(x) &r en kontinuerlig funktion pa R sa att f(z) < 10 kommer da f_12 f(z)dz <307 Kommer
I, fa)de < 3007

Svar: f_12 f(x)dx < 30 eftersom f_12 f(x)dx < f_12 10dz < 30. Det andra pastaendet &r inte sant.
(Motexempel f = —100 < 10.)

ii) Om f(z) ar en kontinuerlig funktion pa |0, co[ sa att |f(x)| < |z|* for alla z > 0. For vilka virden
pa a > 0 och a kommer [ |f(z)|?dz garanterat att vara konvergent?

Svar: Om a > 0 sa konvergerar integralen for « < —1/2. Om a = 0 sa &r integralen divergent for
alla «.

iii) Ar sats 11 pa sidan 316 sats sann utan antagandet f > 07

Svar: Nej (Tex om f(z) = —2 sa ér f < g = 0 och [ g(z) &r konvergent men [ f(z)dx &r

divergent.)

iv) Svar? Lat f(z) vara integrerbar pa [—1,1] och f(0) = 0. Ar den generaliserade integralen
om x # 0
omx =0

L
_11 @d:p konvergent om f(x) ir begrinsad? Kontinuerlig (LEDTRAD: Ar f(z) = { (|)1n(|’”‘)|

kontinuerlig?)? Deriverbar?

Svar: Divergent i allménhet om f dr begriinsad eller kontinuerlig (exemplet i ledtraden &r kontin-
uerlig.). Men om f &r deriverbar sa kommer f(x)/x att vara begrinsad sa integralen blir konvergent.

v) Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [0, 1] och att den generaliserade integralen fol @dm konvergerar.
Kommer da fol @dw att konvergera?
Svar: Ja!

vi) Vi vet att 1 — |z| inte &r primitiv funktion till nagon funktion definierad pa [—1,1] (eftersom
derivatan av 1 — |z| inte ar definierad i x = 0). Men finns det nagon funktion f(x) sa att 1 — |z| =
[%, f()dt? Reflektera!

Svar: Ja det finns en sadan funktion. Reflektionen &r att integralen dr mer generell d4n primitiva
funktionen. Detta leder till mojligheten att definiera ett mer generellt derivatabegrepp. Men det &r
nagot som vi maste lamna till en annan kurs.

vii) Vilken kurva i planet &r (sin(¢),cos(t)) for ¢ € [0,2n[? Vilken kurva ar (2sin(t), 3 cos(t)) for
t € [0,2x[? Vilken kurva &r (sin(t), cos(t)) for t € [0, 4x[?

Svar: Forsta kurvan ger en cirkel i planet, den andra en ellips och den tredje ger en cirkel genomlopt
tva varv.

viii) Rotationsvolymen som fas nér omradet mellan grafen av den kontinuerliga funktionen f(x),
a < x < b roteras kring z—axeln &r noll. Vad ar f(x)?

Svar: 0 (Rotationsvolymen &r fab 7 f?(x)dx vilken ér lika med noll endast om f(x) = 0 (hir anvinder
vi kontinuitet) eller a = b)

ix) Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en deriverbar funktion f(x) pa [0, oo[ sa att
kroppens yta dr odndlig men dess volym &andlig?

Svar: Ja (tex f(z) = 113.)
x) Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en begriansad och deriverbar funktion f(x)
pa [0, 0o sa att kroppens volym &r odndlig men dess yta dndlig?

LEDTRAD: Eftersom f'(z)?> > 0 sd kommer /1 + f'(z)? > 1.
Svar: Nej
7: Bevisuppgift 1: Vi séger att en funktion f(z) definierad pa [a,b] dr styckvis kontinuerlig om

det finns dndligt manga punkter xy, s, ...,z, € [a,b] sd att f(r) & kontinuerlig pa intervallen |a, z4],
|1, 22, Jz3, 24[,... OCh |2, b].



1. I Persson-Bdiers pa sidan 299 hivdas det att varje styckvis kontinuerlig funktion &r integrerbar.
Visa med ett motexempel att det inte ar sant.

LEDTRAD: Titta pa nésta delfraga.

2. Visa att varje styckvis kontinuerlig och begrinsad funktion f(z) pa [a,b] &r integrerbar. Anvénd
girna foljande steg:

(a) Visa det for varje € > 0 och 0 > 0 finns trappfunktioner ¥;(x) och ©(x) definierade pa [a, b],
U,(x) = 0;(x) =0 for x & [z; + d, 241 — 0], sd att V(z) < f(x) < O(x) pa [x; + 0,241 — ]
och I(0) — I(¥) < €/(2n).

(b) Givet ett 6 > 0. Visa att om |f(z)] < M sa finns det trappfunktioner ¥,(z) och O,4(z)
(“d” star for diskontinuerlig), sa att Vy(z) = O4(x) = 0 for x ¢ [x; — I, 2; + 0] for nagot
i=1,2,...,n,sa att Uy(z) < f(z) < O4(x) for alla x € [x; — 0, x; + &) for nagot [ =1,2,...,n

(c) Visa att ¥(z) = ¥y + > Wi(x) och ©O(x) = O4(x) + >, ©;(z) dr trappfunktioner. Visa
ocksa att givet ett € > 0 sa kan du vélja § > 0 sa att [(0) — [(¥) < e.

Svar:

. f(:c):{? for x # 0

. ar styckvis kontinuerlig pa [—1, 1] men inte integrerbar.

for . =0

2. (a) Eftersom f(x) &r kontinuerlig pa [z; + §, 2,41 — 0] s& ar f(z) integrerbar pa intervallet [z; +
0, ;41 — 0]. Men att f &r integrerbar pa [z; + §, z;41 — ] implicerar pastaendet.

(b) Vi viljer

U(z) = —M om x €|x; — §,x; + [ for nagot i
70 annars

och o |
O(z) = { M om x €)x; — 0, x; + [ for nagot i
0 annars.

Det ar uppenbart ¥ och © uppfyller villkaren.

(c) Viharatt Uy+> " U, < f<O;+>7" 0;0ch [(Og+> " ,0;)—I(Vg+> 7" ;) =
I(©q) — I1(Wg) + 30, (1(©;) = I(¥;)) § + 4nMo. Om vi viljer § < 57 sa foljer det att
I(Og+ > 0;) —I(¥s+> ", ¥;) <e Detta implicerar att f(x) &r integrerbar.

8: Bevisuppgift 2 (Konceptuellt svar och utanfér den hir kursen.) I den hir uppgiften sa ar
alla funktioner defininerade pa [0, 1]. For varje begrénsad funktion f sa later vi || f|| vara det minsta icke
negativa tal sa att —||f|| < f(z) < ||f]| for alla z € [0,1]. Vi definierar avstandet mellan tva funktioner
f(x) och g(z) som [|f(z) — g(z)|.

Vidare sa séger vi att en sekvens funktioner fi(x) konvergerar till f(z) ndr k gar mot oéndligheten,
eller limy_,, fx(x) = f(x) om det for varje € > 0 existerar ett N, > 0 sa att

| fe(z) — f(2)]] <€ for alla k > N..

Visa att om fi(x) dr en sekvens kontinuerliga funktioner och f(z) r en funktion sa att limy_,, fr(z) =
f(z) da ar f(x) integrerbar.

Svar: Eftersom f, — f sa finns det ett K sa att || fr — f|| < €/4 for alla k > K. Och eftersom fg4
ar integrerbar sa finns det tva trappfunktioner W/, < f < O sa att 1(O¢2) — I(Ve/a) < €/2.
Per definition sa implicerar ||f — fxy1l| < €/4 att fxo1 — § < f < fx41 + §. Dvs

€
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€
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och W,y — 7 och O/, + § dr trappfunktioner.

Vi har saledes bevisat att det finns trappfunktioner V., — § och ©., + § s& att (1) géller och
IOy + 5) —I(¥e — 5) <e

9: Tentamensfraga: [Del 1, Modul 3]

1. Lat f(z) vara deriverbar pd R och F(x) = [ f(x)dx. Ange ett villkdr pa f(z) som garanterar att
F(z) &r strikt konvex. [ANGE VILLKARET.| (1po&ng)

2. Ange en funktion f(x) som &r viixande men [ f(x)dx avtagande?

[SVARA MED ATT ANGE FUNKTIONEN.| (1podng)

[ermis

|FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (4podng)

3. Bestdm alla primitiva funktioner till

Tentamensfragorna dr publicerade pa examinationssidan.

10: Hitta alla primitiva funktioner till ;—%-— och b* > ¢*. Markera tydligt var du anviinder b* > ¢?.
|FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (6poing)



