Svar Till Uppgifter v49 del 1 SF1602 Diff. Int.

3: Kortuppgifter

i) Rita grafen av tva funktioner f(x) och g(x), definierade pa [—1, 1], sa att f(™(0) = ¢ (0) for alla
nmen f(1/2) # g(1/2)?

Svar: Orkar inte! (Tyvérr sa kommer det héir svaret inte att ge podng pa tentan...)

ii) Kan man, for varje C' > 0 och ¢ > 0, hitta en funktion fe () definierad pa hela R sa att

| foe(z) — ps(z)| > C for nagot |z| < e

dér ps(x) ar Maclaurinpolynomet av ordning 8 till fo.. Vad betyder detta?

Svar: Ja. Lat fo.(r) = Mz® da blir Maclaurinpolynomet av ordning 8 till fc. identiskt lika med
noll (dvs pg(z) = 0) eftersom de forsta atta derivatorna till fo. dr lika med noll. Men fc(xy) = ]\/2[969
for o = €/2 och om M > 2°C'/e” s kommer dérfor |fc (o) — ps(zo)| > C sa det finns definitivt f som
i uppgiften.

Detta betyder att resttermen dr véldigt nodvandig ndr man anvander Taylor serier f6r att approximera
funktioner. Om man inte kan kontrollera resttermen sa kan ens approximation raka vara otroligt dalig

(siig C = 10'%) dven nir man dr otroligt néira punkten man vill approximera funktionen i (sig e = 10719).

iii) Om tredje ordningens Maclaurinpolynom till f(z) ér p(z) = 1+ 322+ %x?’ vad &r fjirde ordningens
Macalurinpolynom till funktionen F(z) = [ f(t)dt?

Svar: F(z) =z + 2° + % + R(z)z°.

iv) Om Maclaurinpolynomet av ordning tre till f(x) ir p(z) = 2 + 22 vad ar Maclaurinpolynomet
till ordning tre till g(x) = f(x*)?

Svar: 2 (Observera att f(t) = 2+ t* + R3(t)t3 vilket ger, med t = 22, f(2?) = 2 + 2* + R3(2?)2® sa
den enda termen av grad ldgre &n tre &r 2.)

v) Om f(x) har Maclaurinpolynomet py(x) = 2 + x + 2% vad ér da andra ordningens Taylorpolynom
i punkten z = 2 till f(x —2)?

Svar: p(z) =2+ (z —2) + (z — 2)%

vi) Om f(x) 4r udda och deriverbar till ordning 5, vad &r da f”(0), f®(0)?

Svar: 0 i bada fallen.

vii) Om f(z) ar kontinuerligt deriverbar pa R, maste da | f(x)—f(0)| < M|z| dér M = maxje<is| | f'(£)]?
Varfér, varfor inte?

Om f(z) ar tva ganger kontinuerligt deriverbar pa R, méste da |f(z) — f(0) — f/(0)z| < M|z|* dér

L/ //2(5”7 Varfor, varfor inte?

Svar: Ja i bada fallen. Det forsta foljer av medelvirdessatsen och det andra av att g4 (z) = f(z) —
f(0) — f'(0)x| & M|z|* dr en konkav/konvex funktion med virde noll i den enda stationédra punkten.

viii) Om f(x) har kontinuerliga derivator av alla ordningar pa R och |f(z) — ((z — 3) + (x — 3))| <
12|z — 3|" vilken dr den hogsta ordningens Taylorpolynom vi kan ange for f(z), i punkten x = 3, baserat
pa den givna informationen. Vad ar Taylorpolynomet till f(z) av den storsta ordning som vi kan vara
sikra pa?

M = maxXje|<|q|

Svar: Storsta vi kan vara siikra pé dr ordning 6 och Taylorpolynomet av ordning 6 &r (z—3)+(z—3)*.

ix) Om Taylorpolynomet av ordning tre i punkten z = 1 till f(z) &r p3(z) = =4+ (z — 1)+ (z —1)%,
kan vi utifrin denna information beriikna f®(0) = 07 f(z) &r tre ganger kontinuerligt deriverbar i hela
R.

Svar: Nej, taylorpolynomet ger bara information lokalt (ndra punkten x = 1).

x) Antag att f(z) ar kontinuerligt deriverbar pa R och att Taylorpolynomet av ordning tre i punkten
x = a ir p3(x) = 6 + x + 423, for alla punkter a € R, vilken funktion &r f(x)?

Svar: f(r) =6+ x + 42°



Tentamensfraga: [Del 1, Modul 5]

1. Lat f(z) vara en 16sning till foljande differential ekvation f’(z) = f(x)3, och f(0) = a. For vilka a
ar f(x) garanterat strikt vixande. |[ANGE ALLA VARDEN a.| (1poéng)
2. Hur ménga losningar har f6ljande differentialekvation: (y')? = cos(z) — 3.

[SVARA MED ETT TAL ELLER “OANDLIGT MANGA”.| (1poéng)

3. Los foljande differentialekvation:
Y+ (1+y*)z* =0.

Med initialdata y(0) = 1. For vilka z &r 16sningen definierad?

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (4podng)

Tentamensfraga: [Del 2] En kanon skjuter en kula med vinkeln 7/4 radianer métt av i relation
till markplanet, som ges av y = 0, kulans hastighet vid tiden ¢ = 0 #r v/2. Om kuland position vid
tidpunkten ¢ ges av (z(t), y(t)). Kulans hastighet i y—riktningen bestdms for ¢ > 0 av Newtons ekvation
y"(t) = —1, y(0) = 0 och kulans hastighet antas vara konstant i z—riktningen. Berdkna hur langt kulan
fardas fran att den avfyras i t = 0 tills den traffar markplanet y = 0.

|FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (6poéng)

Tentamensfragorna har publicerats med svar pa examinationssidan.



