Svar till vissa uppgifter fran den tredje veckan.

Detta dokument innehaller svar till uppgift 7, 8 och 9 fran andra veckans
blad.

Dessutom sa innehaller dokumentet svar med ledtradar och angreppssétt till
kortuppgifterna. Ni kommer i allminhet inte att fa svar till kortuppgifterna men
da de kommer att ingd i Kontrollskrivningen sa tyckte jag att det var rimligt
att ge lite svar en vecka i alla fall.

i) Géller foljande pastaende: “Om grénsvérdet lim,_,. f(x) inte existerar sa
existerar inte lim, . f2(z).”?

Svar: Nej, det géller inte!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Vi tror inte pa pastaendet och forsoker
dérfor att konstruera ett motexempel. Om vi ska konstruera ett motexempel till
ovanstaende sa behdver vi en funktion f sa att lim, .. f2(r) existerar samtidigt
som lim,_,. f(z) inte existerar.

Eftersom kvadraten 'dédar’ minustecken sa behover vi hitta nagon funktion
som &ndrar tecken nira punkten c. Vi antar att Vi kan tex vélja

1 omx > c

f(x){ -1 omz<ec

Da #r f diskontinuerlig i ¢ men f?(z) = 1 vilken naturligtvis har ett grinsvirde.
Rita gérna en graf!

Losningsprincip: Hitta ett motexempel!

ii) Antag att lim,_,1+ f(x) = 2 och lim,_,,- f(z) = 1, vad &r lim, 1 f(z)?
Svar: Odefinierad!

Tankesétt: (Detta &r inget bevis!) Vi vet att for alla tal  som &r nira men
storre dn 1 sd dr f(z) ~ 2 ( det &r ju detta som lim, ,i+ f(z) = 2 betyder)
men for tal ndra men mindre dn 1 sa géller f(z) &~ 1 (vilket &r betydelsen av

Naturligtvis sa finns det da inget tal A si att f(x) dr nira det talet nir x
ar ndra 1 (vilket dr betydelsen av lim,_,; f(z) = A). Ett sddant tal skulle ju
beho6va uppfylla bade A =2 och A = 1.

Observera att detta resonemang bygger pa tolkningar av definitioner!

Losningsprincip: G4 till definitionen och tolka den!

iii) Om lim,_,3 % = 2 foljer det da att lim,_,3 f(z) = 2lim,_,3 g(z)?

Svar: Nej!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Om lim,_,3 f(z) = 24 # 0och lim,_,3 g(z) =
A # 0 sa skulle lim,_,3 % = 2 enligt kvotregeln. Men kvotregeln antar att
lim, 3 f(x) = 24 och 21lim,_,3 g(x) = A. Nar vi vill visa motsatsen s& vittnar
det antagandet om vad som kan ga fel.

Vi vill konstruera ett motexempel och for det sa riacker det med att vélja en
funktion g(x) s& att lim,_,3 g(x) inte existerar, tex g(x) = cos(1/(z — 3)), och
sen viljer vi f(z) = 2g(z). Da ar f(x)/g(xz) = 2 men vi kan inte ens tillskriva
lim,_,3 f(x) eller lim,_.3 g(x) nagra varden.



Losningspricnip: Vi konstruerar ett motexempel. Men vi tittar dven pa pa
de antaganden vi gor i en sats. Ett bra sitt att se till att man férstar en sats
ar att ta bort ett antagande och férscka hitta ett motexempel till motsvarande
sats utan det antagandet.

iv) Antag att det existerar ett § > 0 s& att | f(z) — 7| < 135 for alla x sa att
|z — 2| < 0. Foljer det att det finns ett § > 0 s& att | f(z) — 7| < 75 for alla x s
att | — 2| < 47

Svar: JA!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Absolutbeloppet &r ett avstand. Sa |x —
2| <0 = |f(x) — 7| < 155 betyder att om z r néra 2 s& dr f(z) néra 7, inom
1/100 fran 7. Men om da maste ju f(x) vara inom 1/10 fran 7.

Ténk den student som &r inom 1/100 mil fran puben (f(x) avstandet fran
pubben som ligger pa adressen 7) nir klockan #r tillréickligt niira 2. Ar det da
inte uppenbart att han dr inom 1/10 mil fran puben da klockan &r tillréickligt

néra 27
Losningspricnip: Vi tolkar uttrycken i vardagstermer.

v) Antag att det existerar ett § > 0 sa att |f(z) — 3| < 145 for alla z sa att
|z — 2| < &. Féljer det att det finns ett § > 0 s& att | f(z) — 2| < 5 for alla x s&
att |x — 2| < 67

Svar: Nej!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Antag att samma student senare beslutar
sig for att dricka pa en annan pub som ligger pa adressen 3. Antag att vi vet att
han &r inom 1/100 mil fran pubben da klockan &r néra 2. Dvs. om |z —2| < § s&
|f(x) — 3| < 145- Kan han d& vara inom 1/10 mil fran en annan pub péa adressen
2?

T andra ord, om Kalle alltid stapplar omkring inom hundra meter fran konsu-
latet vid 2 tiden sa kan han inte stappla omkring inom en kilometer fran Mose-
backe vid samma tid. Eftersom Mosebacke och konsulatet &r mer &n 1/100+1/10
mil ifran varandra.

vi) Antag att det for varje ¢ > O finns ett €5 > 0 s& att |f(x) + 2| < ¢ for
alla z sd att |z 4 7| < §. Foljer det att lim, , 7 f(z) = —27

Svar: Nej!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Det &r vildigt viktigt att vi forst véljer
€ och sen d. i definitionen av griansvirde. Om vi véljer § férst sa kan vi, for
varje begrinsad funktion f, bara vélja es =det storsta véirdet | f(z)+ 2| antar da
|z+7| < 0. Detta skulle innebéra att alla begrénsade funktioner &r kontinuerliga!

Losningspricnip: Ga till och tolka definitionen.

i) Har 23 + 7822 — 13z + 16 = 0 nagon 16sning? Varfor eller varfor inte?
Svar: JA!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Vi vet att polynom &r kontinuerliga.
Dessutom s giller lim,_,o, 23 + 7822 — 13z + 16 = oo s& om x &r stort, sig
x > C4, sa ir polynomet positivt. Och da lim,_, o 22 + 7822 — 132+ 16 = —o0
sd dr polynomet negativt da = &r mycket mindre &n noll, sig x < —C_1.



Observera att detta foljer av definitionen, om lim,_, f(x) = co sa finns det
ett C1 > 0sdatt f(x) >1>0o0m x> Ch.

Men enligt satsen for mellanliggande virden sa maste det finnas ett xg €
| — C_1,C4[ s4 att 3 + 78x3 — 13w + 16 = 0.

Losningspricnip: Detta dr sammanséittningen av tre enkla satser, “polynom
dr kontinuerliga”, “standardgrinsvirde” och “Satsen om mellanliggande virden”.
Satserna ar enormt viktiga for matematiken och vi maste kunna dem vildigt

val.

ii) Antag att f(z) > g(x) for alla « € (0,1). Foljer det att lim,_,,- f(z) >
hmz—ﬂ* g(l‘)?

Svar: Nej!

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Motexempel: f(x) =1—z och g(z) = 0.
Om man tittar pa satsen “Regeln for grinsovergéng i olikhet” (Sats 5 pa sidan
141 i Persson-Bgjers) sd ser man att det som skiljer den hir uppgiften fran
satsen dr att vi har “<” men satsen har “<”. Man ska alltid, nir man l&ser en
sats, forsoka se om de antaganden som gors dr nodvindiga. Har man gjort det
sa blir den hir uppgiften enkel.

Losningspricnip: Vi tittar pa en nérliggande sats, hittar motexempel. Det
kan #ven hjilpa att rita en graf.

iii) Antag att f(z) dr kontinuerlig pa [0,1). Vilka av f6ljande grénsvirden
existerar garanterat:
a) hnla:~>0Jr f(l’)?
b) limzﬁlf f( )?

c) lim,_,1 /9 f( )?

b) lim, 12 %?

Svar: a) JA, b) NEJ, ¢) JA, d) NEJ

Tankesétt: (Detta ar inget bevis!) Enligt definitionen for kontinuerliga funk-
tionen sa foljer a) och ¢). For b) sa hittar vi motexemplet cos(1/(z—1)) (vi dis-
kuterade detta noga pa foreldsningen). I d) hittar vi motexemplet f(z) =2 — 1

2
vilket byter tecken i x = 1/2.

xT
€T

iv) Om lim, . f(z) = oo vad &r lim,_,.sin(f(z))?

Svar: Vi kan inte avgora. Det beror pa f(x).

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) Om f(z) = 1/|c — x| sa &r grinsvirdet
odefinierat (gor substitutionen ¢t = 1/|c — x| 1 limg_.sin(f(z))). Men om tex
¢ =0 och

1 1
f(z) =2mn om —— < |z| < —
n

n+1

s& kommer sin(f(x)) = 0 och grénsvirdet existerar.

Detta kan vara lite knivigt att komma pa forsta gangen man ser det. Men
egentligen s& dr det ganska enkelt vi vet att sin(27n) = 0 s& det finns virden pé
2 som gar mot odndligheten och sin(x) = 0 for de virdena si om virdeméngden
till f bara innehaller dessa virden sa kommer sin(f(z)) = 0.

P& samma sétt s& kan vi naturligtvis hitta funktioner f(z) si att lim,_,. sin(f(z))
sa att gransvirdet blir varje tal mellan —1 och 1.



v) Antag att f(z) och g(x) dr kontinuerliga pa [—3,00) vilka av foljande
géller
a) f(x) + g(z) ar kontinuerlig.
b) f(x)g(x) ar kontinuerlig.
f(z

c) e ; ar kontinuerlig.

Svar: a) och b) ar sanna c) ar falsk

Tankesétt: (Detta dr inget bevis!) a) och b) féljer av, vad som borde vara
en sats men istéllet dr, de forsta stycket pa sidan 150 i Persson-Bd&jers. Del c)
ar falsk om f(z) = 0 for nagot x.

Allmént om kortfragor: Kortfragorna ar ett viktigt séitt for er att engage-
ra matematiken. De kommer att dyka upp pa kontrollskrivningar. Syftet ar att
ni ska ga till definitionerna, ga till satserna och forsoka lara er tdnka pa dessa
pa ett intuitivt sétt. Jag tror inte att det finns en given mingd regler for att
16sa dessa uppgifter. Men vissa angreppssiitt dr forekommer ofta.

Det forsta &r att ga till definitionerna och se vad koncepten vi anvinder
betyder - vissa konceptuppgifter foljer av en direkt tillimpning av definitionerna.

Det andra angreppsséttet ar att titta pa de satser vi bevisar eller star i
boken. Ofta finns det en sats som siger nagot liknande (eller omvéint) som
kortuppgiften. Om vi forstar satserna och alla antaganden som gors och varfor
de gors sa kommer vi att kunna l6sa dessa konceptuppgifter.

Det tredje dr att skapa ett motexempel. Ofta sa bygger motexemplet pa sat-
ser och satserna ger en indikation pa hur motexemplet skall konstrueras. Satser-
na dr sanna sa motexemplet maste rikta in sig pa det som saknas i kortuppgiften
men finns med som antagande i satsen.

Det fjarde angreppssittet dr att skissa en graf. En graf kan siga mer &n 1000
ord!

Det sista angreppssittet dr att forsdka tolka ekvationerna intuitivt. Det
mesta i den matematiska analysen &r utvecklat for att anvinds i fysiken s
om vi forstar en tillampning (i form av avstand eller hur en graf ritas) sa kan vi
forsta problemet.

Nu foljer svaren pa bevisuppgifterna. Jag skall siga direkt att om ni inte
har gjort bevisuppgifterna sa ar det ingen ide att ldsa svaren. Podngen med
uppgifterna &r att ni ska fa tréna pa att skriva och gora egna bevis. Svaret &r
till for att se hur motsvarande utsaga kan bevisas. Det kan vara till stor hjilp
om man har forsokt sjélv ett tag men kort fast. Har man inte férsokt sjilv sa
dr det dock béttre att studera bevisen i boken - de satserna &r i regel viktigare
an de “tranings satser” som jag hittar pa.

Svar pa uppgift 7: Antag att f(z) dr en funktion pa [—5,5]. Bevisa att
om lim, o f(x) =1 s &r lim,_,o- f(z) = 1.

Svar: Som sa ofta sa gar vi till definitionen. Eftersom lim,_,5 f(z) = 1 sa
vet vi (det dr exakt det som definitionen séger) att det f6r varje e > 0 existerar
ett d. > 0 sa att

|z —2| <0 = |f(z) — 1] <e. (1)

Vi vill visa, enligt definitionen f6r vinstergransvirde (Persson-Bojers sidan 139)
att det for varje € > 0 existerar ett J. > 0 si att

2-b.<z<2=|f(x)-1<e (2)



Men (1) implicerar (2) eftersom om vi véljer J. som i (1) sa

2-0.<r<2=2-0<zx<240=x—-2|<d0.=|f(x)-1<e (3)

dér den forsta implikationen dr uppenbar, den andra enligt definitionen av ab-
solut beloppet och den sista enligt antagandet (1). Men (3) visar att vi kan vélja
exakt samma d, 1 (2) som i (1) men det . existerar ju enligt antagande. Vi har
darfor visat att det for varje € > 0 existerar ett J. sa att (2) géller. O

Uppgift 8: Bevisa att om a > 1 sd dr kommer funktionen f(n) = (a)

1/n

som #r definierad fran N till R att satisfiera f6ljande: lim,, o, f(n) = 1 utan att
anvinda att exponentialfunktionen &r kontinuerlig. Med andra ord: bevisa att
lim,, 00 at/™ = 1.

Forslagsvis sa anvinder gor du ditt bevis i foljande steg;:

1.

2.

Drag slutsatsen att o'/ > 1, dvs a’/™ — 1 > 0.

1/n 1/n 4 1 om och endast om a,, — 0

Definiera a,, = a*/™ — 1 och visa att a

. Visa att a = (1 + a,)", anvind sedan binomialsatsen for att visa att

—1
0<an<“n.

Anvénd foregaende steg till att visa att a, — 0.

En sketch av ett svar:

1.

2.

Det forsta steget dr enkelt. Om o'/ < 1 sa skulle a®/™ < 1 sa skulle...
a=a"/" <1 men vi antar att a > 1.

Om man skriver upp definitionerna av a,, — 0 och a'/™ — 1 bredvid
varandra s ser man att de dr exakt samma villkdr som ska uppfyllas.

Observera att
(1+4ay)" = (1 +at/m — 1) = (al/") =a,

dér vi anvénde definitionen av a,, i det forsta steget.

Enligt binomialsatsen sa dr

-1
(1+an)”21+nan:>a21fnan:>an<a7.
n

Eftersom a,, > 0 enligt steg 1 s foljer det att 0 < a,, < 2.

Instédngningsregeln tillsammans med standardgrénsvérdet % — 0 implice-

rar att a, — 0. Men enligt steg 2 s& #r det samma sak som a'/™ — 1. Vi
har ddrmed bevisat satsen. O

Uppgift 9: Ett rymdskepp ndrmar sig jorden och befinner sig vid tidpunkten
t i en position som kan anges i koordinaterna (z,y, z) dir

TR 42t <t3+6t2+2t+17) TP 4 2e7t <t3+6t2+2t+17>

t2+1 22 + 4 t2+1 2t2 + 4



diir alla enheter miits i 10'9m.

Kaptenen som tror att detta innebér att han kommer att lagga sig i om-
loppsbarna kring jorden ber dig berékna skeppets ungefarliga position, som en
funktion av ¢, om vildigt lang tid (dvs nér ¢ dr véldigt stort).

En sketch av ett svar: Uppgiften har tva olika olika knepiga funktioner:

T2t T+ 5

t) = =
fe) t2+1 1+
och )
(t)7t3+6t2+2t+177 L, g, 243
= 2% + 4 ~ 2 2% + 4’

dar vi anvinde polynomdivision i berdkningen av ¢g(¢) (om du inte kommer ihag
polynomdivision se till att repeteral).
Att berdkna vad som hinder med f(t) da ¢t — oo &r ett standardgransvérde:

lim T
t—oo 1 4+ =

7+ et;; B { enligt } B limy o0 <7+ PtT) B { enligt }

kvotregeln limy—s oo (1 + %2) summaregeln

1+ lim¢ o0 75 gransvarden [ 140

T+ lmye et;; _ { standard } _7+0

Funktionen ¢(t) — oo da t — oco. Men det hjilper oss inte mycket for att
bestdmma positionen. Men det dr ocksa tydligt att ¢/2 + 3 dr en asymptot till
| 2t+3

g(t) eftersom
t
‘9“)‘ <2+3> = ’w

Vi kan darfor sidga att positionen av skeppet gar mot positionen som ges av
. [t t
z(t) = 7sin (2+3> i y(t) = Tcos <2+3)

da t — oo. Om man ritar upp detta i ett zy — plan sa ser man att skeppet
kommer att ligga sig i en cirkulér omloppsbarna med avstandet 7 fran jorden.

‘—>O.



