Svar till uppgifter 42 SF'1602 Diff. Int.

Svar kortuppgifter.
3:
i) Om f(z) ir kontinuerlig pa [0, 1] kan man da skriva limg .o 5 _, 2 f(n/k) pa ett enklare sitt?

Svar: Ja, detta ar fol f(z)dz. (Ritaen bild med grafen av f(z) och varje term i summan >, S =f(n/
som en rektangel med bas [(n — 1)/k,n/k] och h6jd f(n/k) om k ar hyfsat stort, sdg k = 10, sa blir det
intuitivt klart att summan approximerar ytan under grafen.)

ii) Om f(x) &r kontinuerlig pa [—1,1] och —1 = xl < xg <3< ... < Ty < Tpyi... < 1 &r punkter sa
att lim, oo ¥, = 1 kommer da Y 07 | |z,11 — 20| f(20) f f(z)dx?

Svar: Nej. (Den har ér lite knepig forstod jag nir vi diskuterade den pa foreldsningen. Men for att
en uppdelning a = xp < 1 < 3 < ... < x, = b ska ge en bra approximation till fabf(x)dx sa maste
avstandet mellan z; och z;;, vara litet for alla j. Men om sekvensen i uppgiften &r tex z; =1 —1/j
for j € N och £y = —1 sd kommer vi bara att ha ett intervall i omradet [—1,0]. Rita gdrna grafen av
f(z) och ytan > 7 |21 — x| f(2,). D& kommer du att se att U &r en dalig approximation av f(x)
om f(z) inte f(z) &r nédstan konstant i [—1,0])

iii) Om f(z) ér kontinuerlig pa [0, 00] kommer da [;° f(x)dz att existera? Kommer, for varje tal
a,beR, b>a>0, fbfxdxattexistera?

Svar: [° f(x)dx existerar inte som en generaliserad mtegral i allménhet (ta tex f(z) =1 vilken &r

kontinuerlig men th — 00 fo (x)dx divergerar). Att f f(z)dzx existerar foljer direkt av a att f(x)
ar kontinuerlig (Sats i boken).

iv) Lat f1, f2, f3, ... vara en odndlig méngd kontinuerliga funktioner definierade pa [0, 1], kommer d&

> fo fo(z)dx = fo > falx)da?

Svar: Nej. (Det hér dr en lite elak uppgift da den gar lite utanfér kursen men jag ville ha med den
for att visa att det finns mer att gora i analysen. Vi har visat att det finns en relation mellan derivatan
och integralen - men det finns manga andra relationer att undersoka: tex. néir man har ritt att byta
ordning pa oéndliga serier och integraltecknet. Hér sa skulle vi kunna ténka oss att f,(z) = cos(z/7)
for alla n. Da ar fo [n(z)dz = 0 for alla n men summan till hoger blir Y~ | cos(x/m) vilken naturligtvis
divergerar for alla x # 1 / 2 sa summan (och saledes integralen) till hoger &r inte meningsfull.)

v) Om f(x) &r integrerbar och begréinsad pa [—5,5] finns det d& ett tal ¢ si att 10c = ffs f(z)dx?
Finns det ett z. € [-5,5] sa att f(z.) = ¢?

Svar: Absolut, ¢ = 1= fi,) f(z)dz. Det finns dock inte nodvindigtvis nagot x. sa att f(z.) = c.
For det behovs kontinuitet. Ett motexempel skulle vara f(z) = —1 for x < 0 och f(z) =1 fér x > 0
da dr ¢ = 0 men f(x) # 0 for alla . Observera att detta innebér att antagandet att f(z) dr kontin-
uerlig i integralkalkylens medelvirdessats dr nodviandigt. Och eftersom vi anvinder integralkalkylens
medelvirdessats i beviset av analysens huvudsats sa dr kontinuitetsantagandet ndédvandigt dven dér.

vi) For vilka integrerbara funktioner f(z) giller ‘fi,) f(m)dm‘ = ffg |f(z)|dz?

Svar: Den héir fragan dr lite knepig. Om f(z) 4r kontinuerlig sa #r svaret om antingen f(z) > 0
eller om f(z) < 0. Men om f(x) &r styckvis kontinuerlig sa réicker det med att f(xz) > 0 eller f(x) <0
for alla utom ett dndligt antal punkter.

vii) Antag att f(z) och g(z) > 0 &r deriverbara pa [0, oo, vad &r Dfog(m) f(t)dt? Kan vi forsvaga
nagot antagande och dra samma slutsats?



Svar: ¢'(z)f(g(xz)). Observera att vi kan definiera F(z) = [ f(t)dt, da dr uttrycket i uppgiften
F(g(z)) och vart svar foljer av analysens huvudsats och kedjerege]n For det argumentet sa behover
f(z) inte vara deriverbar. Vi kan forsvaga det antagandet till f(x) kontinuerlig.

viii) Om f(1) = —1 och [ f'(z)dz = 2 vad ir f(5)?
Svar: f(5) = 1. Detta eftersom 2 = [ f/(z)dz = f(5) — f(1) = f(5) + 1.

ix) Géller den generaliserade medelvirdessatsen utan antagandet g > 07 Om inte hitta pa ett
motexempel.

Svar: Nej den géller inte. Tex om g(x) = sin(xz) och f(z) = x, a = —1 och b = 1. Da ér
€) f_ll g(x) = 0 for alla £ men f_ll f(x)g(x)dr > 0 da integranden &r strikt positiv i alla punkter
forutom z = 0.

x) Om f(z) &r kontinuerlig pa [a,b] s& D [ f(¢)dt = f(z) enligt analysens huvudsats. Lat

—1 omz<O
flz)=¢ 0 omz=0
1 omz >0

och F(z) = [*, f(t)dt. For vilka x &r F'(z) definierad, vad &r viirdet av F”(x) i dessa punkter? Ar hoger
respektlve vansterderlvatan definierad, vad ar virdet av hoger och vinsterderivatan i sa fall?

Svar: F'(x) #r definierad for  # 0 (dvs dér f(z) dr kontinuerlig). Hoger och vénsterderivatan &r
dock definierad overallt, detta foljer direkt fran hoger och vinsterderivatans definition.

7: Bevisuppgift 1 (Ho6lders olikhet): Bevisa Holders olikhet. Dvs om f(z) och g(z) ar kontin-

werliga pa [0, 1] s 1 1 e 12
/_lf(x)g(a:)dx < (/_lf(xfdﬂc) (/_lg(fﬁ)zdx) '

Anvand gérna foljande steg:

1. Visa att [*, f(z)g(z)de < 1 (f fx)2de + [ g(x)%lx).
LEDTRAD: Kan du visa olikheten utan integraltecknen?

2. Bevisa att om f_ll f(x)?dx =1 och f_llg(a:)%lx = 1 s4 kommer f_ll f(x)g(x)dx < 1.
LEDTRAD: Féregéaende steg.

f(x) samt §(x) = r———g(x).

HQHLQ(_LU

1/ -
3. Beteckna || f|| r2(—1,1 (f f(z 2d:c> och lat f(z) =
Kan man anvinda foregaende steg pa f och §? Vad betyder det for f och g?

1
Hf||L2(_1,1)

Bevis:

1. For alla 2 sa giller 0 < (f(z) —g(2))* = f2(z) — 2f (x)g(x) + ¢*(x) sa, for alla z, f(z)g(x) <

1f2(z) + Lg*(z). Sh
/ f(z S%(/f d:v+/1g(:c)2d:z:)

enligt Sats 5 p. 302 i Persson-Béiers.

2. Detta ar en direkt konsekvens av foregaende steg.



3. Vi berdknar

/f /(%)le’_wnmn / e

dar vi anvinde att || f[|72_, ) = fjl f(z)*dz

P4 samma, sitt s ir f_ll G*(z)dx = 1. S& enligt foreghende steg si dr

/fg )z < 1

f(x) samt g(z) = ————g(x), som

men detta dr samma sak, eftersom f(x) = T
L2(-1,1)

”f”LQ( 1,1)

f(x)g(x)dx <1
HfHL2 11H9HL2 —-1,1) /

/f 2z < | fllzzrn 9l 2 (/ P dx) (/_11g<x>2dx)1/2.

vilket var det vi skulle bevisa.

eller

Kommentar: Mycket av det vi gor i Diff-Inten dr mdojligt att generalisera. Hér sa luktar vi lite
pa en generalisering till av analysen till funktioner. Detta ingar inte riktigt i kursen men det kan
vara bra att se vad som kommer senare. Notationen || f(x)| ;2(—1,1) kallas L?*—normen (“Ell tva nor-
men”) av f(x). Det dr ett sitt att méta avstand mellan funktioner. Intuitivt sa ar funktionen f(x) ar

nira g(z) om || f(x) — g(x)||L2(-11) = (fjl(f(x) - g(x))2)1/2 ar liten. Med den intuitionen sa kan vi
definiera gransviarden av sekvenser av funktioner. Tex sa skulle vi kunna sidga att sekvensen av funk-
tioner fi(z), fa(x), f3(x), ..., fr(x), ... konvergerar mot funktionen f(z) om det for varje € > 0 existerar
ett N > 0 sa att

|| fi(x) = f(@)]|L2(-10) <€ for alla k > N.

Detta ar samma definition som vi dr vana vid men nu pratar vi om funktioner som konvergerar och inte
tal.

Manga av de satser som vi bevisar gar att bevisa dven for sekvenser av funktioner men vi ska inte
diskutera dessa problem nu. Vi lamnar det till en senare kurs.

8: Bevisuppgift 2 (Osakerhetsprincipen) Bevisa att om f(x) 4r kontinuerligt deriverbar pa
[—1,1], f(=1) = f(1) =0 och f f(x)*dz =1 sa giller foljande olikhet:

/_xf dx/f )2dz >

LEDTRAD: Kan du anviinda partiell integration p4 f_ll f(z)?dz = 1 tillsammans med Holders olikhet?

N

Bevis: Observera att

= | o= [ ] = { D, } -
~{ S =0 | = |2 oo

= { ?1?11?12? } <2 (/_11(f’(x))2dx> " </_11 :c2f2(x)dx> v

<

— P+ ) - / 20f(a)f (o)




satsen foljer genom att ta kvadraten av bada sidor och dividera med 4.

Kommentar: I kvantfysiken sa kan den hir matematiska olikheten tolkas som att det dr omdjligt
att exakt avgora bade rorelseméangden och positionen av en partikel. Tyvérr sa involverar forklaringen
till detta allt for mycket teoretiskt matreal for att vi ska kunna ga in pa varfor har.

8: Tentamensfraga: [Del 1, Modul 2]
1. Ange en funktion f(x) sa att f(1) =1 och f(1) =0.
[SVARA MED ETT EXEMPEL ELLER “OMOJLIGT".] (1poidng)

2. Lat f(x) vara en injektiv funktion definierad pé [0,1]. Ange virdeméngden till f~*.

[SVARA MED EN MANGD ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”.| (1poing)

3. Lat 1 ( 1) 0
n(x? + omxr <
fla) = { cos(sin(z) + tan(x)) om z >0

vara en funktion definierad pa R. Berdkna f'(z).

|FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (4podng)

Svar:

1. Omojligt. (Enl. definitionen sa tilldelar en funktion endast ett unikt vérde till varje punkt. Dvs
f(z) kan inte tilldela mer &n ett virde till z = 1.)

2. 10,1]

3. Om z < 0saér f'(x) = 2% och om z > 0 sa ar f'(z) = — (cos(m) + Wl(%)) sin (cos(x) + tan(z))
da z # 7/2 + nm och odefinierad da = = 7/2 + nr, dir vi fritt har anvént kedjeregeln och
standardderivator.

Vi behover déarfor bara berdkna derivatan i z = 0. For det sa anvédnder vi att om f &r deriverbar
ix=0sair f kontinuerlig i x = 0. Nu ar

lim f(x) = lim In(z® +1) =0

x—0~ z—0~

enligt sammansittningsregeln eftersom In(z) dr kontinuerlig i x = 1 och lim,_,o 1 + 2? = 1. och

lim f(z) = lim cos(sin(z) + tan(x)) = 1

z—0t z—0t

enligt sammanséttningsregeln och standardgriansvirden sin(z),tan(x) — 0 och cos(z) — 1 nér
x — 0.

Eftersom 1 # 0 sa foljer det att f inte dr kontinuerlig i x = 0 och darfor inte deriverbar. Derivatan
av f(x) dr saledes:

2x

Tra2 omzx <0
fl(x) = odefinierad omz=0ellerz=n/24+nr, n>0
- (cos(x) + @) sin (cos(x) 4+ tan(x)) om x > 0 och = # 7/2 + nr.

9: Tentamensfraga: [Del 2| Foljande pastaende ar felaktigt: “Om f'(z) < 1 for alla z € R sa
kommer f(z) < f(0) + |z|.” Identifiera felet och bevisa att pastaendet ar felaktigt. Lagg till ett nytt,
och rimligt, antagande som gor pastaendet riktigt och bevisa det riktiga pastaendet.

|[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (6poéng)



Resononomang: Medelvirdessatsen siger att om f(z) &r kontinuerlig pa [a,b] och deriverbar pa
la,b[ sa finns det en punkt & €]a,b[ sa att f(b) — f(a) = f/(€)(b —a). Dvs, med a = 0 och b = z,
f(x) = f(0)+ f/(§)z. Om z > 0, dvs = = |z|, s& kan vi hirleda f(z) = f(0) + f(§)x < f(0) + |z
eftersom f/'(§)x <z = |z| om x > 0 och f'(§) < 1. Detta visar pastaendet om z > 0. Men vi ser latt
att argumentet inte fungerar for x < 0 eftersom om x < 0 s& dr —|z| = x och saledes

eftersom

&) = 10+ 162 = 10) - (@l = { TP 250 -1

och olikheten blir felvind. Vi ser att vi skulle behova olikheten f'(x) > —1 for att genomfora argumentet
med den olikhet vi vill ha. Vi gissar att det nya antagandet vi behover ar f’(z) > —1 (detta &r bara
en gissning tills vi kan strikt bevisa att pastaendet ar sant med det nya antagandet men i sken av
ovanstaende berdkningar sa tycks det vara det antagandet som behovs).

Om det antagandet vi behover for att gora pastaendet sant dr f'(z) > —1 sa borde vi kunna anvinda
den informationen for att konstruera ett motexempel till ursprungspastaendet.

Motexempel till pastaendet: Lat f(x) = —2z da dr f'(x) = —2 < 1 for alla x € R sa f(x)
uppfyller antagandet i pastaendet i uppgift 2. Men, med x = —1 sa far vi f(z) = f(-1) = 2 >
f(0)+ |z| = 1 sa f(x) uppfyller darfor inte slutsatsen. Sa f(x) = —2z ir ett motexempel till pastaendet
i uppgiften. Vi har ddrmed bevisat att pastaendet ar falskt.

Korregerat pastaende:*Om f'(z) <1 och f'(x) > —1 for alla z € R sa kommer f(z) < f(0)+|x|.”
Bevis: Enligt medelvirdessatsen sa kommer det att finnas ett tal £ mellan 0 och z sa att

_ / fO)+z= f(0)+ |xr|] om x >0 eftersom f/'(§) <1
f@) =10+ F (O = { f(0)—z = f(0)+ |z| om z < 0 eftersom f'(§) > —1.

Det foljer att om = > 0 eller x < 0, dvs for alla x € R, att f(z) < f(0) + |z|. Detta bevisar pastaendet.

Kommentarer: Ett fullgott svar pa fragan skulle besta i “Motexempel till pastaendet”, “Korregerat
pastaende” och “Bevis”.

Jag tyckte att det var lite torftigt att bara skriva de delarna for det som ar viktigt och det som jag
vill att ni ska kunna (fragan &r bara ett tafatt forsok att testa den verkliga kunskapen) ar att resonera
kring matematiken. I det hér fallet sa valde jag, i princip, att férsoka bevisa det felaktiga pastaendet och
observerade noga nér beviset brét samman. Dvs att vi inte kunde dra slutsatsen att f(x) < f(0) + |z|
for negativa x under de antaganden som gjordes i pastaendet.

Da jag ville dra slutsatsen f(x) = f(0)+ f(&)x < f(0)+|z| for negativa x sa blev det ganska latt att
dra slutsatsen att f’(x) > —1 var ett rimligt nytt antagande. Det var definitivt tillrdckligt for att kunna
bevisa pastaendet. Denna observation, som kom fran ett férsok att bevisa ett felaktigt pastaende, gav
ocksa en stark antydan om att ett motexempel borde kunna konstrueras genom att betrakta en funktion
f(z) déar f'(x) < —1 (dvs. brét mot antagandet jag trodde var nédvindigt).

All bra matematik sker i kommunikation med den matematiska formalismen. Vi forséker bevisa
nagot och dr noga uppméirksamma pa nir matematiken séger “Stopp - den hir hirledningen ar inte
stringent.” Men stoppet i resonemanget ger en ledtrad till de argument matematiken tillater. Den
virsta uppfattningen ni kan ta med er fran den hér kursen dr att matematiken ar ett dott larodmne dér
allt som ar vart att veta star i mattebocker samlade pa dammiga hyllor pa olika bibliotek. Matematiken
ar en dynamisk och stindigt pagaende process dér vi interagerar med den matematiska formalismen och
for varje sats i boken sa finns det 100 andra lika viktiga satser som vi kan bevisa om vi varsamt beaktar
de ledtradar matematiken ger oss.

Det finns ett uppenbart problem med den hér typen av tentamensfragor. Namligen att jag ber er
lagga till ett “rimligt” antagande. Vad som &r rimligt &r naturligtvis en tolkningsfraga och det &r inte
helt tydligt vad som &r “rimligt”. T detta fall sa tycker jag att det extra antagandet f’(z) > —1 ar rimligt.
Men att antaga att f(x) &r vixande (dvs f'(z) > 0) &r nog ocksa rimligt. Pastaendet skulle ocksa bli
sant om vi lade till antagandet att f(z) =konstant eller f(z) = sin(z) jag tycker sjilv inte att dessa
antaganden &r lika rimliga. Om f &r konstant s& blir resultatet en trivialitet och om f(x) = sin(z) sa
skulle ursprungsantagandet f'(x) < 1 vara onddigt sa att antaga att f(z) = sin(x) &r allt {6r specifikt.



Men rimligheten i ett antagande &dr en tolkningsfraga som vi maste acceptera om vi vill ha en
matematikexamination som tillater oss att examinera hur vi skapar matematik.



