Tentamen SF1602 10 Mars 2014

Hjilpmedel: Papper, penna.

Totalt 6 podng per uppgift. For godkint pa modulen krivs 4 poéng.

For E kréavs 4 godkinda moduler. For ett D krévs 5 godkinda moduler. Med 5 godkdnda moduler ges rétten att skriva
tentamen del 2 vilken ger mdjlighet till C,B och A. Modulresultat fran tidigare kursomgangar galler ej.

Om plussning: Om du redan ar godkind pa kursen med ett D eller bittre sa behdver du inte skriva del 1. Om du
inte &r godkind pa kursen eller har ett E pa kursen sa maste du skriva del 1. Du behaller dock de moduler som du klarade
genom KSar eller inldmningsuppgifter under kursomgangen HT2013. Moduler som klarats vid tidigare kursomgangar eller
pa tentamen riaknas inte.

Tentamen DEL 1.

Fraga 1: [Del 1, Modul 1]

1. Hur manga av foljande gransvirden &r 07

a) llmn*)oo (1 + %)_n, b) hmn—)oo %a C) llmfr*)*OO (11_5%22%’
. 1—cos?(z . —a)?41
d) limg o =5, ) limaa ey

[SVARA MED ETT TAL 0,1,2,...,5. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 po#ng)

2. Ange ett exempel pa en kontinuerlig definition f(z) definierad pa hela R sa att det for varje e > 0 existerar ett
C. > 0 sa att
x>Ce= f(r) <e

men lim, o f(z) # 0.

[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poéng)
3. Hitta alla 16sningar till foljande ekvation: |1 + cos(x?)| = v/3sin(z?).

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4 poidng)

Svar:

1. 3 (b, ¢, och d, konvergerar till 0, a konvergerar till e och e dr odefinierad om a # 1 och gér till odndligheten om
a=1)

2. Tex f(z) = —1.

3. For att forenkla notationen sa kallar vi 22 = y > 0. Ekvationen &r da uppfylld om
1+ cos(y) = £V/3sin(y).

Det vill siga om

1 = —cos(y) = V3sin(y) = 2 (; cos(y) + ? Sin(y)> =2cos(y+ ¢) (1)

dér ¢ viljes sa att cos(¢) = —1 och sin(¢) = ﬁ:§ dvs tan(¢) = +v/3 si ¢ = +7. Anviinder vi detta ¢ i (1) sa far
vi foljande ekvation .

Vs s Y

5 —cos(yj: 3) =y=* 3 —:I:6 + 2mn

dér n € Z sa att y > 0. Vi far saledes
g +27mn n>0
% + 2mn n>0
f% +2mn n>1
—% +2mm n > 1.

y:

Vi far darfor x = &, /y dér y ér specificerad i féregaende ekvation.

Fraga 2: [Del 1, Modul 2]



1. Ange hur g’; definieras.

[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

2. Lat f(z) vara en deriverbar funktion pa R. Antag vidare att f(0) = 1 och att f'(x) > 1 for alla . Ange det omrade
dir f(z) > = med sikerhet.

[ANGE ETT OMRADE I R ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

3. Lat K vara en kropp med massa m som ror sig med hastigheten v(t). Enligt energikonserverings principen s
kommer den totala den totala energin, dvs summan av den potentiella energin P(t) och rorelseenergin %v(t)Q, att

vara konstant lika med £ (med andra ord P(t)+ Zv(t)? = E). Antag att den potentiella energin P(t) har tangenten

3(t —to) + 2 i tidpunkten tog. Vad ar kroppens hastighet och acceleration i tidpunkten to som en funktion av E och
m? Du far antaga att P(t) och V(¢) &r deriverbara.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poidng)

Svar:

1. Lat f(z) vara definierad i en omgivning av punkten x, da definierar vi derivatan av f i punkten x enligt
d h) —
f@) . fath) = (@)
dz h—0 h
om grinsvirdet existerar. Annars siger vi att derivatan dr odefinierad i x.
2. [0, 00][.

3. Tangentens till P(t) i punkten to ges av P’(to)(t —to) + P(to). Om vi jamfor det uttrycket med den givna tangenten
sa ser vi att P(tg) = 2 och P'(tg) = 3. Eftersom P(t)+ Zv(t)? = E sa far vi v(ty) = vV2m (E — 2)1/2 dér vi anvinde
att P(tg) = 2. Delsvar: Kroppens hastighet vid tiden tq r v(to) = v2m (E — 2)1/2.

For att berikna accelerationen av K i tg, det vill siga v'(tg), s deriverar vi P(t) + %v(t)2 = E med avseende pa ¢

0

dE  dP(to) = mdv(t)? produkt regeln du(to)
~at 5 = =3 t
i - dt 2 dt och P'(ty) = 3 +mu(to) =,

hiir anvinde vi ocksa antagandet att v ér deriverbar och E en konstant. Eftersom v(tg) = v2m (E — 2)1/ % s leder

detta till
3

Vim (E - 2)"

’Ul(to) = —

vilket ar vart andra svar.

Fraga 3: [Del 1, Modul 3]

1. Ange en funktion f(z) s& att f(z) <0 for alla x € [-2,2] och F(z) = [ f(t)dt &r vixande for z € [0,2].
[ANGE f(z) ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

2. Lat f(z) vara en integrerbar funktion pa [~1,1] med partialbraksuppdelning p(z) = %y + og- Vad ar
1
Jo, (f(@) = p(2)) dz?

[ANGE INTEGRALENS VARDE, “OMOJLIGT ATT AVGORA” ELLER ODEFINIERAD, INGEN MOTIVERING KRAVS.]
(1poing)

3. Bestdm alla primitiva funktioner definierade for 0 < =z < 7 till f(z) = % Ange noga alla satser du
anvander.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar:



. Omojligt.

.0

. Vi berdknar

/ cos(x) do — { variabel subst. ¢ = sin(x) } B /L
sin?(z) +sin®(z) | = cos(z)dz = dt ) e+t

1 3 Vi gor ansatsen

For att 16sa den sista integralen si partialbraksuppdelar vi 2O

1 a b c at + at® + b+ bt + ct?

t2(1+1t) tTet i t2(1+t)

Om vi identifierar termer i téljaren s leder det till féljande ekvationssystem

b=1 a=-—1
a+b=0 ) =4¢ b=1
a+c=0 c=1.
Darfor sa (@) ) ) )
cos(z
dr = — fdt+/fdt+/7dt:
/Sin2(:t)—|—sin3(x) v /t 12 1+t
1 1
:—ln|t|—;—l—ln|1—|—t|—|—C’:—ln|sin(x)|—m—klnﬂ—&—sin(mﬂ—l—C,

for en godtycklig konstant C.

Fraga 4: [Del 1, Modul 4]

1. Vad ar virdet av f_ll Z,lgozl arx®**T1dy dir ay dr den k :te decimalen i 7.

[ANGE INTEGRALENS VARDE ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”, INGEN MOTIVERING KRAVS.| (1podng)

1 om x =

.Létf(a:):{ 1 omuz

[ANGE INTEGRALENS VARDE ELLER “ODEFINIERAD”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

Beriikna integralen f_ll f(z)dz.

D=0 =

. Forklara noga varfor varfér féljande beridkning dr felaktig och analysera sedan integralen pa ett matematiskt korrekt

satt,
1 1
1 1 1 1
—dr = |—= =——4+ — =-2.
/_1 22 { a:] 1 + -1
Var noga med att beskriva de matematiska begrepp och satser du anvinder.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS| (4poing)

Svar:

1. 0 (Observera att funktionen dr udda och integreras 6ver ett jamt intervall. - Jag hoppas att ingen av er satt och

berdknade 10 integraler fér en enstaka poéng!)

. 2 (Vérdet i en punkt paverkar inte integralens vérde.)

. Vi borde bli lite misstinksamma mot berdkningen eftersom integranden &r strikt stérre dn noll men berdkningen ger
ett negativt svar.

Vid en ndrmre inspektion sa ser vi att integralen #r generaliserad. Mer specifikt sa kommer lim,_,q % = 0.
Berikningen som anges i uppgiften géller inte da inséttningsregeln inte géller for generaliserade integraler.

Vi maste behandla integralen enligt reglerna for generaliserade integraler. Enligt definitionen for berdkning av
generaliserade integraler sa kommer

1 1 1 1 —€ 1
/ —de = lim —de + lim —zdx =
1z e—0t J. T e—0t J_1 @

1 1
= lim (—1)—|— lim (—1) = o0.
e—0t+t \ € e—0t+ \ €

Vi har ddrmed bevisat att den generaliserade integralen divergerar.



Fraga 5: [Del 1, Modul 5]

1. Ange en andra ordningens differentialekvation som inte har nagra l6sningar.

[ANGE DIFF EKVATIONEN ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS] (1poéng)

2. Ange en forsta ordningens linjir differentialekvation som bara har strikt vixande l6sningar.

[ANGE DIFF EKVATIONEN ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS] (1poéng)

3. Hitta losningen y(x) till foljande differentialekvation

(1+2%)y'(2) +wy(z) = 3z

och y(0) = 1.
[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poidng)
Svar:
L (y" ()2 = -1
2. y'(x)=1
3. Vi skriver om differentialekvationen som
, T 3z

vilket dr vildefinierat eftersom 1 + 22 > 0 f6r alla . Detta kan skrivas som

d In(1422)!/2 ) _In(14a?)V/? 3z
dx (e y)) =e 1+ 22

vilket 4r samma sak som 3
T

d 2\1/2
& (L a)0) = 0

Om vi integrerar det sista uttrycket sa far vi

3z C
2\1/2 _ 2\1/2

for nagon konstant C. Vi bestammer C genom att 1 = y(0) = 3 + (1+02

oz = =3+ C, dvs C = —2. Vi far darfor

2
y(x):3—m

vilket &r vart svar.

Fraga 6: [Del 1, Modul 6]

1.

Lat f(x) och g(r) vara tva oéndligt deriverbara funktioner sa att f(3) = g(3), f'(3) = ¢'(3), f"(3) = ¢"(3),
f@3) = ¢®(3), fW3) = g™ (3) och fO(3) = ¢g®)(3). Ange tredje ordningens Taylorpolynom till funktionen
h(z) = f(:c) — g(z) i punkten zy = 3.

[ANGE TAYLORPOLYNOMET ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

Ange tva funktioner f(z) och g(z) definierade i en omgivning av xg = 2 sa att ’'Hospitals regel inte &r tillampbar
f(=z)

for att berdkna grinsvirdet lim,_,o @)

[ANGE f(x) OCH g(z) ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1podng)

Beridkna andra ordningens Taylorutveckling i punkten xy = 2 till

f@) = (1+2)7.

Ange ditt svar med restterm pa valfri form.



[MOTIVERA DITT SVAR.] (4poéng)

Svar:
1. Tayorpolynomet till h(z) i punkten 2o = 3 &r identiskt lika med noll.

2. Tag tex f(x) = 2+ x och g(z) = 4 + = da uppfyller f och g inte villkaret att lim,_,o f(z) = lim,_0g(x) = 0 sa
I’Hospitals regel dr inte tillimpbar.

3. Definitionen av Taylorutveklingen i xg = 2 ar

(a2

f@)=f2)+ @ -2)1' Q)+ —— 30

B(x —2)

dir B(x — 2) ér en begriinsad funktion. Vi méste saledes berikna f(2) = (1 + 22)Y/4 = 51,

fla)=35 1+ = ) =571
och )
f//(SC) — % (1 +I2)_Z o 3% (1 erz)—z = f”(2) — __5"1

Vi far darfor foljande Taylorexpansion

5—7/4 (QIJ _ 2)3
+
4 6

Tentamen DEL 2.

flz)=5% +5 4 (x —2) —

Varje fraga tilldelas 6 poiang. Totalt 36 poang. For C kriavs 12 poang, for B krdvs 20 poang och for ett A krdavs 28
poang.

Fraga 7: [Del 2] Bestim den punkt pa grafen till f(z) = 22 — 22 + 12 som har en tangent som gir genom punkten
(3, —4). Skissa din 16sning.

[MOTIVERA DITT SVAR.] (6 poing)

Svar: Tangenten till grafen i punkten (z, f(z)) ge av
T.(x) = (z — 2)f'(2) + f(2) =2(x — 2) (2 — 1) + (2% — 22 + 12).
Punkten (3, —4) ligger dérfér pa tangentlinjen om
Det vill sdga om

2B —2)(z— 1)+ (22 =22 +12) = -4 =22 = -4 =z =3+ V19.

Sa det finns tva punkter vars tangent gar igenom (3, —4). Dessa ir dr (3 4+ v/19, f(3 £v19)) = (3 £+/19,34 &+ 4V/19).
For full poéing skall grafen #ven skissas men jag avbdjer fran att géra det hér.

Fraga 8: [Del 2] Berékna foljande integral

S |
YRRV 2dz.
1 23 (2% +1)

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poédng)

Svar: Observera att ndmnaren dr noll skiljd sa integralen &r inte generaliserad. Vi partialbraksuppdelar integranden

zt 41 a b ax+p yr+ 6

222412z 22 2?2+ 1 0 (k2+41)2

a(z® + 223 + ) + b(a* + 222 + 1) + a(a® + 23) + B(z* + 22) + vz + 622
x2(x? +1)2 '




Om vi jAmfor termer av samma ordning sa far vi foljande ekvationssystem som enkelt 16ses

a+a=0 a=20
b+48=1 b=1
2a+a+7=0 L) a=
26+ B+6=0 B =
a=20 v=0
b=1 0= -2
Vi kan dérfor skriva integralen som
2 4 2 2
=+ 1 1 2
— 5 dr = —dx — ——d. 2
| e [ e | Gt )
Den forsta integralen dr enkel att berdkna
21 1]° 1
/ L= [} -1 3)
1T Tl,q 2

For att berdkna den andra integralen sa observerar vi att
2 2 .
1 d 1
/ —dr= ar do — Partlel ‘ _

1 T2 +1 1 drx?+1 integration

12 * 22?2 1 (2?41 1
=—=—4- ——dr=——+2 — d

2+5+/1 @™ 10" /1 ((x2+1)2 (:g2+1)2> *

22 3 [ 1 1
: mdm =~ + . mdm = arctan(2) — arctan(1) — 10" (4)

Om vi sétter samman (2), (3) och (4) s far vi

Vi far darfor att

2 4
1
/1 #—:1)26& = g — arctan(2) + arctan(1).

Fraga 9: [Del 2] Lat K (t) vara den rotationskropp som fas da arean under y = 24/, 0 < & < t roteras ett varv kring
x—axeln. Lat V(¢) och Y (¢) vara volymen respektive ytan av kroppen K (¢). Berdkna ytan av kroppen K(t) och det t > 0
s& att V'(t) = Y'(¢).

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poédng)

Svar: Volymen av K (t) kan beriknas
t
V(t) = 4r / xdt = V(t) = 2mt?, (5)
0

dar i har anvént formeln for en rotationsvolym 7rfab f(2)%dxr med f(x) = 2\/z.
Bottenytan av K (t), dvs den del av ytan som ligger i planet x = ¢, beriiknas enligt formeln 7r2. Dvs bottenytan &r
4nrt. Anvénder vi ocksd formeln for berikning av en rotationsyta sa far vi

t 1 .
Y (t) = 4nt + / dm/z\[ 1+ ;dx =Art + 477/ V1+ zdr = (6)
0 0

8 3/2 t 8w 3/2 8
drt + | —(1+ z) =drt + — (1 +¢)°/° — —,
3 2=0 3 3
vilket &r ett delsvar.
For att avgora det t da V'(¢t) = Y’(t) s& anvinder vi anvinder vi (6) och (5) tillsmammans med analysens huvudsats
och ser att
Y'(t) = V'(t) = 47 + 471 + t = 8t.

Detta kan skrivas om till /1 +¢ =2t — L eller 1 + ¢t = 4¢2 — 4t + 1 s& vi far

N

vifart = % eftersom ¢ > 0 enligt uppgiftsformuleringen.

eller

wlon ©

Fraga 10: [Del 2] Kom ihag att vi, for varje mingd av reella tal A som &r begrinsad ovanifran, definierade den mista
Ovre begridnsningen till A som det minsta tal M sa att M > a for alla a € A. Bevisa foljande sats

“Lat a1 < ag < a3z < .... vara en begridnsad sekvens med reella tal. Vidare sa later vi M vara den minsta ovre
begréinsningen till mingden A = {ay,as,as,...}. D kommer lim, o a, = M.”



[ETT FULLSTANDIGT BEVIS UTIFRAN ¢ — 0 DEFINITIONEN KRAVS.] (6poéng)

Svar: Vi behover bevisa att det for varje € > 0 finns ett N, > 0 sa att
n> N, = |a, — M| <e.

Lat € > 0. Eftersom M &r en minsta 6vre begransning till {a1,as,...} och € > 0 sd &r M — e < M inte en &vre
begrénsning. Detta innebér att det finns nagot N, € N sa att ay, < M — e. Eftersom M &r en 6vre begrinsning sa géller
det att a,, < M for alla n.

Detta ger oss foljande, om n > N,

efersom a efersom M
M_6<CLN5§{ "}Sané{

ar vaxande ar en M.O.B. } SM<Me (7)

Vi kan skriva om (7) som
n> N, = la, — M| <e

vilket skulle bevisas.
Fraga 11: [Del 2]
1. Vad ar analysens huvudsats?
[SKRIV NER HUVUDSATSEN MED ALLA ANTAGANDEN.]| (1poéng)

2. Bevisa analysens huvudsats. Du far anvinda integralkalkylens medelvirdessats utan bevis.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.|] (5poing)

Svar:
1.

Sats 1. [Analysesn Huvudsats] Antag att f(x) dr kontinuerlig pd intervallet [a,b] och att xo €]a,b[. Antag vidare
att

Fo)= [ rods Q
dd kommer F'(xo) = f(xo).
2. Enligt uppgiftsformuleringen sa kan vi antaga f6ljande sats:

Sats 2. [Intergralkalkylens medelvirdessats.] Antag att f(x) ar kontinuerlig pé (o, 8] dd finns det ett € € o, (]
sa att

B
L/f@ﬂx=w—aﬁ@>

Vi vill bevisa (8). Enligt definitionen av derivatan, grinsvirden och F' s& maste vi visa att om xg €]a, b[ s finns det

for varje € > 0 ett 6. sa att
1 zo+h zo
[t [T s ) - )

T e = [ e [ )
/ / /

0

|h] < de = < e.

Eftersom

sa kan absolutbeloppet skrivas

< €.

zo+h
2t = fa)

0

Enligt integralkalkylens medelvirdessats, vilken &r applicerbar om z¢ + h €]a,b] vilket alltid &r sant om |h| &r
tillrickligt litet, s& finns det ett &, € [xg, 20 + h] (eller &, € [xg + h,zp) om h < 0) si att

1

zo+h
P =)=

zo+h
[ @ s

0

= |f(&n) — f(z0)]-

Observera att |xg — &,| < 0. om |h| < .. Det racker darfor att hitta ett J. > 0 s& att

lzo —y| < de = |f(y) — f(zo)| < e

Men detta foljer av definitionen av kontinuitet for f i punkten xg - dvs ett sddant §. > 0 existerar.



Fraga 12: [Del 2] Under en lagflygning 6ver Sibiriens tundra si loper James Bonds helikopter plotsligt amok.
Rotorbladen lyder inte l&ngre hans komandon och helikoptern borjar stiga med hastigheten 1m/s. Helikopterns hastighet
parallellt med markplanet dr konstant 100m/s. Herr Bonds enda ridddning &r att hoppa fran helikoptern ner i en tunna
med vatten som star 1000m bort i helikopterns fardriktning.

Det hela intriiffar niir helikoptern, med James Bond, befinner sig y = 10e~2 meter &ver markplanet. Efter att James
Bond hoppar fran helikoptern sa kommer hans position i héjdled att avgoras av foljande differentialekvation

y'(t) = —10—y/'(¢)

och hans position i helikopterns ursprungliga fardriktning parallellt med markplanet bestams, efter det att han hoppat ur
helikoptern, av foljande differentialekvation
2 (t) = —2'(t).

Vid vilken tidpunkt ¢y skall James Bond hoppa ur helikoptern for att landa rétt i vattentunnan som star i markplan (dvs
y = 0 och z = 1000).

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poing)

Svar: Fram till tiden to s& giller det att ' = 1 och 2’ = 100, dér y &r Mr Bonds hdjd 6ver marken och 2 Mr Bonds
position i z riktningen. Mer specifikt s& kommer vi att lata (z(t),y(t)) vara James position i tidpunkten ¢t + ¢ dér ¢ &ar
tidpunkten da James hoppar ur helikoptern. D& giller det, for ¢ > 0, att

y'(t) = -10—y'(t) (9)
y'(0) =1 (10)
y(0) = 10e™2 + tg (11)

dar vi har anvint att hojden har 6kat med ¢y meter fram tills tiden ¢y i ekvation (11) och att hastigheten i hojdled &r
1m/s i ekvation (10).

Partikulérlosningen ar y, = —10¢ och den homogena l5sningen dr y,(t) = a + be™*. Anvind y(t) = yp(t) + ya(t) 1
(10) sa far vi direkt att —10 — 1 = 1, dvs b = —11. Ur (11) beriiknar vi y(0) = a — 11 = 10e~2 + ¢, vilket ger att
a=10e"2 + 11 + t.

Vi far darfor, for ¢t > 0, att

y(t) = =10t — 1le~" + 10e? + 11 + t,.

Bond slar i marken, eller forhoppningsvis i vattentunnan, da y(7T) = 0 det vill siga da

—10T —1le” 7 +10e 2 + 11+t =0 (12)
Differentialekvationen for x dr
a”(t) = —a'(t) (13)
2(0) = 100t (14)
2'(0) = 100 (15)

dar vi har anvint att hastigheten i x—led & 100m/s ndr han hoppar ur helikoptern i (15) och att vid tiden ¢y s& har han
fardats 100tom i (14).
Losningen till (13) &r 2(t) = c+de~t. Ekvation (15) ger d = —100 och (14) ger att c—100e~° = 100t dvs ¢ = 100(1++t).
For ¢t > 0 sa far vi darfor att
x(t) = 100(1 + t9) — 100e~".

Vi vill att = = 1000 d& James slar i marken, dvs x(7") = 1000 vilket innebér

100(1 + to) — 100e™" = 1000 = (1 4 to) — e~ 7 = 10. (16)

Ur (12) och (16) far vi
14+t =10T +1le”’ —10e72 — 10 (17)
1+t =e T +10. (18)

Ekvation (17) och (18) ger
T+e =242

vilket ger T' = 2. Sétter vi in det i ekvation (18) s far vitg =9 + e 2.
Svar: James skall hoppa ur helikoptern ¢y = 9 + ¢~2 sekunder efter att han forlorar kontrollen av helikoptern.

Kommentar: Man kan ju fraga sig om James Bond skulle 6verleva ett fall pa néstan 10.5 meter ner i en vattentunna.
Men da Darren Taylor har ett virdsrekord i “sallow diving” for att ha dykt ner i en 30cm djup pol fran 11.15m hojd
(eller snarare magplaskat sig ner i en 30cm djup pol fran 11m hojd) s hyser jag inga tvivel om att en sd god agent som
James Bond enkelt Gverlever en tunndykning. Fragan dr om han klarar av att 16sa en differentialekvation pa mindre dn
tio sekunder.



