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1  Induktion

1.1 Notation och inledande logik

Vi borjar med att infora beteckningar for ndgra méngder av tal. De naturli-
ga talen &r N=1{0,1,2,3,...}, heltalen &r Z={. .. ,—2,—1,0,1,2,...}och
braken eller de rationella talen &r @ = {% ca,beZ,b# O}. Det senare
uliises "Mangden av alla £ sddana att a och b &r heltal och b # 0”. Vi kom-
mer &ven att behdva mingden R som &r de reella talen. Vikan inte edkelt
definiera denna mangd utan vi far i detta liget se den som méngden av alla
tal p4 tallinjen. Lat A vara en mangd. Om ett element x tillhér méngden A
skriver vi x € A, annars x ¢ A.

Exempel 1.1. Vi har att 34 € N, men —3 ¢ N, Det géller dven ati —4 € Z

ochvV3eR ’ A
Lat ay,q;,...,0n vara n stycken tal. Vi infér f6ljande notation for sum-
ma och produkt:
T
'Z_o.k=a1 +ar+...+an
k=1
och
ks
Hak=a1-az-...-an.
k=1
Exempel 1.2.

3
Y (k1) =243 44 =4+9+16=129.
k=1

A

Matematisk bevisforing bygger pa foljande logiska definitioner. Lat A
och B vara tva utsagor. Vi definierar atf '

» {A och B) &r sann om A &r sann och B &r sann, annars falsk.
e (A eller B) ir falsk om A &r falsk och B &r falsk, annars sann.

» {A medfor B) &r falsk om A #r sann och B &r falsk, annars sann.
Pistiendet A medfor B kan skrivas med hjdlp av symbolen = som
A= B.

e {A om och endast om B) &r sann om bide (A medfer B) och
{B medftr A) &r sanna, annars falsk. Péstdendet A om och endast om
B kan skrivas med hjilp av symbolen & som A & B.



Exempel 1.3. Det som kan orsaka lite problem &r det faktum att utsagan
(A medfér B) alltid & sann dd A &r falsk. Exempelvis &r foljande en sann
utsaga: Om vatten fryser vid 10° C finns det inget vatten. A

En motivering till vir definition av (A medfor B) utgdrs av {8ljande ex-
empel.

Exempel 1.4. Lit utsagan A vara *Kalle har rdnat kiosken” och utsagan
B vara "kiosken har blivit rdnad”. Utsagan (A medfér B) betyder att "Om
Kalle har ranat kiosken har kiosken blivit rdned”.

Enligt definitionen &r {A medfdr B) falsk om A #r sann och B ir falsk.
Detta kidnns rétt eftersom "Om’ Kalle har ranat kiosken har kiosken blivit
raned” tillsammans med att *Kalle hor rdnat kiosken” och “kiosken har ej
blivit ranad” verkar orimligt.

Antag nu att det var Stina och inte Kalle som hade rdnat kiosken. Det
ir rimligt att fortfarande lata det vara sant att (A medfor B}, d.v.s.”Om
Kalle har rdnat kiosken har kiosken blivit rdnad”.

Antag nu att ingen har rénat kiosken. Fortfarande kinns det korrekt att
(A medfér B), d.v.s.”Kalle har rdnat kiosken medfor att kiosken har blivit
ranad”, &r sant. : A

1.2 Induktion

Fére beskrivningen av induktionsprincipen studerar vi ett exempel. Lat oss
forsdka bevisa att for varje heltal n > 1 galler att

T
D KE=1422432 4+ +n
k=1

211 +3n? +'n.
6

Det &r enkelt att se att omn =1farvi VL=HL =1, om n = 2 fir vi
VL =HL =5, om n = 3 fir vi... . Eftersom n kan vara vilket heltal som
helst storre &n 0 &r depna metod ddmd att misslyckas. Vi méste hitta nigot
annat angreppssitt.

Antag att det for ett givet n stammer ait

Zkz 3 -!-311. +11

Lét oss understka om likheten d& giller {6r nistkommande helta.l,- d.v.s. vi
vill understka om det &r sant att

’i’kz 2m+13 43+ 12+ (n+1)

&




Ett sitt att angripa detta &r att forstka anvinda virt antagande. Vi obser-

verar att .
n+1 T

VL= Zk2~_—Zk2+ (n+1)?
k=1 k=1

och vi kan nu anvinda virt antagande:

2_2T1.3+3TL2'§‘TL

2
z )

VL = > ¥+ n+1) +{n+1
k=1

2T13+3112+n+6n2+12n+6 _ M3+ 9?4+ 13n+6
6 - 6 '

Det Aterstir att visa att detta sammanfaller med hogerledet.

2+ 1P 341+ n+1)

HL = z
3 .2(n3+3n2+3n+'|)+3(112+211+1)+n.+1
- : &
_ M3 +9nf4+13n+6 — VL

6

Det fungerade. Vi har nu visat att om likheten galler for nigot fixt varde n,
s& giller den ocksd f&r nistkommande vérde, d.v.s. .+ 1.

Vi vet att likheten stimmer for n = 1 och dérmed for n = 2. Effersom
likheten nu giller for n = 2 har vi att den géller for n = 3. Eftersom likheten
nu giller for 1 = 3 har vi att den gller forn=4.... Pa detta sitt kan vi
fortsitta i all oindlighet. Detta visar att om m &r ett heltal stdrre &n O har
vi identitefen

ikz _ m34+3n?4n
k=1 6

Vi &r nu redo aft pfesentera induktionsprincipen formellt.

Lemma 1.5 (Induktionsprincipen). Ldt P(n) vera et pdstéende vars
sanningsvirde beror av helialet 1 > np, dér np € Z. Antag att

(a) P{np) dr sann,
(b) Implikationen P(n) = P(n+1) dr sann for alla > ny.
Dé dr P (n) sann for alle heltal n > mp.

Del (a) i induktionsprincipen kallas basfall och ( b) kallas induktionssteg.
Ett bevis dir induktionsprincipen anvinds kallas ett induktionsbevis. Lat
oss studera fler exempel. '

Exempel 1.6. Visa att 3™ > n3 for allan > 4.
LHsNmG: Vi pyttjar forstds induktion.
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(a) Vi studerar forst startvirdet. D& n = 4 har vi VL =-3% = 81 och
HL =43 = 64. Vi har att VL > HL.

(b) Antag att det for ett givet n > 4 galler att 3™ > n3. Vi vill visa att
3741 5 (4 1)?, vilket &r detsamma som att visa att 3 _(n+1)P >
0. Vi forstker aterfora problemet till vart antagande som &r att 3" >
n3. Det &r viktigt att tinka p3 att det minsta virde som n kan anta
ar 4. Detta ger t.ex. att 2nd =2n.n? > gn2. '

3 (m+1)? = 3.3~ (n+ 1) >3- P-4+ 1Y =
= 2n3—3n2—3'n.—128n2——3112——3n-—~'!=
= 5?2 —3n—-1>20n—-3n—-1=17n—-1>0.

Vi har visat de tva stegen i induktionsprincipen, vilket ger oss att 3™ >
n3 for alla heltal n. > 4, A

‘Definition 1.7. Lat a,b € Z. Heltalet a &r delbart med b om det exi-
sterar ett heltal c sadant att a=b - c.

Exempel 1.8.
(a) 18 dr delbart med 6 ty 18 =6-3.

(b) 7 &r ej delbart med 2, eftersom det inte existerar ndgot heltal ¢ sidant
att 7= 2c. :

A

Exempel 1.9, Visa att 3™ +4.2" & delbart med 7 for allan € N.
LOsKrmG: Induktionsbeviset lyder:

(a) For n =0 far vi3! +4-20 =7, vilket &r delbart med 7.

(b) Antag att det for ett givet n € N géller att 3241 4 4. 2™ & delbart
med 7, d.v.s. att

32t 4 4.0 =7c
f6r nagot ¢ € Z.
Vi vill visa att 32T g4 gnt) = 32043 4 4. 9™ 5p delbart med
7, d.v.s. att 32" + 4. 271 =743 for nigot d € Z. Som vanligt méste
vi anvinda oss av antagandet.
32'n.+3 +4. 2‘n-+'| = 9. 32‘n.+'| + g.om
7. 3211.+'i + 2 (32‘n.+1 14. z‘n)

7.3 42.7c
7 (32“"'1 + ?.c)

1l
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Eftersom d = 32"+ 4+ 2¢ € Z har vi visat att pastdendet &r sant for
nistkommande heltal.

Allist ir 327+ 4+ 4. 2" delbart med 7 for allan € N. A

1.3  Ovningar

1.1. Visa att f5r alla heltal n > 1 géller likheten

i
1+2+3+...+n=1(i‘;_).
1.2. L&t P (n) vara pistiendet
T+1)
1+2+3+...+n={——1}—§-—-)—.

Visa att om P (n) &r sant for ndgot n &r P (n+ 1) sant. Visa &ven att P (n)
alltid &r falskt.

1.3. Lat x vara ett reellt tal med x # 1. Anvénd induktion for att visa att

n
n-—'l_]'—x

Tax+24+x 4. +x" =

T—x"

1.4. Visa att summan av de 1 forsta udda naturliga talen &r n? och att
summan av deras kvadrater ar

n(Zn—1)(Zn+1)

3
1.5. Visa med induktion att
i 1 _n
— kk+1) mn+1'
och att
n-1 1

Z 1
ok (k+1) 2n
1.6. Visa att (n—1)*+nd + (n+ 1)? &r delbart med 9 for allan e N
1.7. Visa att (n—1)° + (n+ 1)? &r delbart med 4 for allan € N.
1.8. Visa att for varje heltal n > 1 géller formeln
Tl
n+7)(n+7
3 (kA1) (k+5) = niZn 6) (n+7)

k=1




1.9. Visa att {or varje heltal n > 1 &r
LA n+2
Sk ni2

k ™

k=12 2

1.10. Visa att for varje heltal n > 1 giller att

“Zk—1< i
k=1 2k T BnAT

1.11. L&t oss definferan! =n-{n—1)-(n—2)-...-4-3-2.7. Visa aft for
varje heltal n > 1 géller att

(2n)!
(n)?

< ZZTL-—'I .

1.12. Visa att 2™ > n? for alla heltal n > 4.

1.13. Visa att f6r alla heltal n > 1 giller att
n 2 no
-2
k=1 k=1
1.14. LAt p vara ett reellt tal sidant att p > —1. Visa att
O+p)"214+np
forallane N
1.15. Visa att 3™ — 1 &4r delbart med 8 for alla heltal n > 0.
1.16. Visa att for alla heltal n > 4 galler att 3™ > 2™ +4n2.

1.17. Visa att 2™+ 3™ < 4™ for alla heltaln > 2.

1.18. Visa att n™2~™ > n! for alla heltal n > 6. (Ledning: (1 +2)" &r en
vixande talftljd.)




2 Komplexa tal

2.1 Rektangulira koordinater

I detta kapitel kommer vi att studera ordnade par av typen (e,b) dar a och
b 4r reella tal. Att paret ir ordnat betyder att for a # b géller att (o,b)
inte &r detsamma som {b, a}.

Definition 2.1. Btt komplext tal z &r ett ordnat par av reella tal, z =
(a,b), dir a,b € B Addition och multiplikation av tvi komplexa tal z; =
(a7,by) och zp = {az,b;) definieras genom
zi+23 = {a1,b3)+ {@2,b2) = (a1 + az, b1+ ba), (1)
z-z3 = (a1,by)- (az, bz} = (@100 —biby, a1bz + azby).  (2)
Likhet definieras genom att zj = z; om och endast om a; = a; och by = ba.
Mzngden av’ alla komplexa tal betecknas C.
Exempel 2.2. Lit z; = {2, —3) och z; = (-5, 1). D2 foljer att
1tz = (2)_‘3) + ['_5:]] = (-—3,-—2),
z1-20 = (2,-3)-(=51)=(=10+3,2415) = (-7,17).

A
Om z = (a,b) och ¢ € R definierar vi
¢-z=(ca,cb). (3)
T.ex. ger fallen c =—1och c = % identiteterna
—z = (~a,-b),

f....ab
2 7 \2'2)"

Tal pa formen {a,0) kan identifieras med de reella talen. Om z; = (a;,0)
och z; = (a3, 0) ser vi att z;+2z3 = (a1 + az,0) och z1-Z; = (a1az,0), vilket
sammanfaller med addition och multiplikation for reella tal. Ett reellt tal
a identifierar vi med det komplexa talet z = (a,0). Vi ser att for reella fal
sammanfaller de bida definitionerna (2) och (3) for multiplikation.

Ekvationen X241 = 0 saknar l6sning i m&ngden av reella tal, ty x2+1 > 0
for alla reella tal x. Om vi later x anta komplexa vérden finner vi emellertid
16sningar. Lat x = (0, 1). D& &r x* = (0,1)-(0,1) = (—1,0), som vi identifierar
med det reella talet —1.

Det finns ett praktiskt skrivsitt for att behandla komplexa tal. Ett god-
tyckligt komplext tal (a,b) kan skrivas om till fljande form

(a,b) ={a,0) 4+ (0,b) = {a,0) + (0,1} - (b,0).

Om vi nu identifierar {a,0) med a och (b,0) med b fr vi det komplexa talet
a+(0,1)-b.



Definition 2.3. L&t i vara det komplexa talet (0,1). Talet 1 kallas den
imagindra enheten.

Exempel 2.4. Potenser av i har f5ljande forhéllanden

1 = iP=i*=¥&=__,
i = P=i"=..,
-1 = ¥=i¢=...,
- = ==
. I . 2 __ l__“_.'
Speciellt viktiga &r egenskaperna i = —1 och ; = —1i. A

Med hjilp av den imaginira enheten kan vi identifiera det komplexa
talet (a,b) med a + ib och anvinda de vanliga réknelagarna for addition
och multiplikation. Fér att verifiera detta, 13t z7 = a;+iby och zz = ay+iba.
Addition och multiplikation fir som vintat {6ljande utseende:

z1+z; = (aj+ib1)+ (a2 +1b2) = (a7 + a2) +1(b1 +b2),
z1-z2 = {ay+ib) (a2 +1bz) = ajaz +ia1b2 +iazh; +'i.2b1b2
= (ayaz—bibz) +1i(a1bz2 + azby).

Lat z= a+ib, dir a,b € R och i &r den imagindra enheten. Det reella talet
a kallas realdelen av z och betecknas a = Re z och det reella talet b kallas
imaginsrdelen av z och betecknas b = Im z. Observera att i ej tillhor
imagindrdelen. Ett komplext tal p4 formen a 4 ib sigs vara pd kartesisk
form.

Definition 2.5. L&t z = a + ib vara ett komplext tal. Konjugatet av z &r
det komplexa talet Z = a — ib. Absolutbeloppet av z &r det reella talet

lz| =+va? + b2

b - »z=1(a,b)

||

z = (a,~b)




Absclutbeloppet av z = a + ib beskriver avsténdet frin punkten (a,b)
i1l origo i talplanet. Vi observerar foljande likhet

2. Z={a+ib)(a—1ib) = a2 —i%b? = a? + b? = [z}
Denna likhet,
| =z-% (4)
drar vi nytta av d4 vi infér division av tva komplexa tal z7 och z; med

z3 # 0. Division definieras som hogerledet 1 {oljande formel

1 Z1-Z3 1 _
_—= —_— = ——ZZ'] < Z2.
23 22+Z2  |zg

Observera att talet Izzl'z ar reellt och kan behandlas som (3).

Exempel 2.6. Skriv talet 11";—3: pa formen a +ib.
LosninG: Enligt definitionen ar

143 (143)R+1) _—1+7A_ 1.7
2-1  (2-9@2+i) 5 ~ 55
A
Lit z;,zz € C. Vi har riknelagarna
Re z — z+z' (5)
: 2
z—Z
Im z= TR (6)
A + z2 =ET+—ZE| (7)
21'1225'2_2: (8)
A F]
2V == 0
(ZZ) Ei: Z‘Z# (g)
| =zl, . (10)
21 - 22| = {za] - 22l (11)
al . R (12)
zz|  iz2} .
[Re zl < |z, (13)
Im zf < fzl, | : (14)

som foljer ganska direkt frin definitionerna. Exempelvis foljer (6), (12) och



(13) efter anséttningen z=a +ib, ty

z—Z a+ib—(a—1ib) 2ib
= = — :E_—_—b:hnz,
LIS LI ],
Z_z = I—;szzz—i—;gfzrx’-z“@lzlnzzl
= -1—-121HZZI=H
lz,ziz IZZET

Rezl = laj=va2<vVa2+bl=[.
Observera att i beviset av (12) har vi anvint oss av (10) och (11).

Sats 2.7 (Triangelolikheten). Ldt z) och zz vara kompleza tal. Dd féljer
ati ' .
|21 + 22| < lz1l + 1za] (15)

BEvis: Vi visar olikheten kvadrerad,

(z1 + z2) (z1 + 22) = (z1 +22) (Z1 + 22)

= T +uG+natun=luall+uz+nn+ izl
= |z + 2Re (2173) + 2P < I + 2Re (z13)] + Jzaf
< Nl + 2105 + |zl = 2P + 21zl + [P

= (lzg] 4 Jz2)? -
Vi har olikheten

|z1 + z5/2

It

21+ 221 < (Jz1] + |z2])? .

Eftersom |z +z3] > 0 och |z1] + jzz] > 0 kan vi dra roten ur hoger- och
vansterled och behilla olikheten. A |

Im z
zZ1 4+ Z2
Zy

lz1 + 2z} |z2]

Jz1] “

Re z

Féljdsats 2.8. Latf zy och zy vara kompleza tal. Da féljer ati

iz} —lzal| € 120 + zal. - {16}
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Brvis: Vi anvinder oss av triangelolikheten,
|21l = lz1 + 22 — 22| € 121 + 2] + 122l

vilket ger :
lz1] — |zat € lz1 + z2].

Med samma metod har-vi dven até
|za] — lz1] € 121 + z2].

Dessa tva uttryck ger olikheten. =

2.2 Andra_gradsékvationer med komplexa koefficienter

Vi bérjar med ett exempel di koefficienten framfor z ar noll.

Exempel 2.9. Lis ekvationen z? =4 —3i
1BSNING: Vi séker de komplexa tal z som kvadrerade &r 4 — 31 Talet z kan
skrivas med real- och imaginéirdel som z = a + ib. Ekvationen blir nu

(a+ib)? =4-3i (17)
eller efter utveckling
a? —b? +1i2ab =4 —3i

Frin definitionen foljer att komplexa tal &r lika om och endast om real- och
imaginirdelarna sammanfaller, vilket ger ekvationssystemet

a? —bl=4
2ab = 3.

Losningarna till ekvationssystemet ger 16sningarna till den ursprungliga ek-
vationen. Vi kan &ven anvinda kriteriet att absolutbeloppet av boger och
vinsterled maste sammanfalla i ekvation (17):

[(a+ib)?] = |4=3il,
la+ibf = |4-3il,
Z+b? = /82 + (=32 =5

Med tillgg av denna ekvation fir vi ekvationssystemet

a2 —bi=4
2ab=-3
a? 4+ b% =5,

11



Forsta och tredje ekvationen ger att 2a? = 9, d.v.s.

3
a= iﬁ.
Andra ekvationen ger {observera teckenférhillandet mellan a och b)
__ 3 o3 |
2a ?/3_5 V2
Lsningarna till ekvationen &r sdledes
Zy = "\3’/'-2H.

Det allminna fallet kan dterforas pd virt exempel ovan.

Exempel 2.10. Los ekvationen 22 — (3 +2i)z4541=0.

LOsNING: Vi nyttjar kvadratkomplettering, vilket bygger pa att vi vill finna
en kvadrat sidan att utveckling av kvadraten ger oss termerna zZ2—(3 4 2i) z.
Vi ser att

N 2 -y 2 .
: 2 12
(Z—S;h) =7 —(3+2)z+ (3_; 1) =zl—(3+2*l}z:+5+4 i

uppfyller kraven. Defta ger identiteten

3+21)2”5+121

zl—(3+2nz=(z-— 5 7

Vir ursprungliga ekvation blir nu

N2 .
1
(2_3—;21) —5+421+5+i=0

eller enklare 2

3424 15

— . =——42
(z 3 ) ) +

Litmuw=2z— 3'521, vilket ger oss ekvationen

w? = —%5— + 21,

Hérefter kan folja vért tidigare exempel. Lat w = a + ib. Vi fir ekvations-,

systemet
a?—b? = *145-
{ 2ab=2
aZ+b? =Y,

12




vilket bar l6sningarna a = i_%_ ochb ==£2 'Lﬁsninga.rna til! var ursprungliga
ekvation blir . '
{ z = J+A+IHE=2+31

z = —3=2+3E=T-1

2.3 Poldra koordinater

Ep punkt (a,b) som identifieras med z = a+1ib i komplexa talplanet C kan
om z # O beskrivas med hjilp av avstindet |z} till origo och vinkeln 6 till
den positiva reella axeln, som 8r méngden av alla komplexa tal av fypen
(a,0) med a € R Vinkeln 0 kallas dven argumentet av z och betecknas
8 = argz. Vi har att o

a = |z]lcosH,
b = |z]sin®,
vilket betyder att
z = a-+ib=|zjcos®+1i|zlsind

= Jz|{cos® +isinB).

Mark att vi till © kan addera en multipel av 27 och erh&lla samma komplexa
tal. Argumentet O &r dirfor bestdmt si nér som pé en multipel av 27t Btt
komplext tal beskrivet pd denna form ségs vara pa polédr form.

Im z

b4 z=(a,b)

Re z

Multiplikation av komplexa tal pd polar form blir betydligt enklare att
hantera &n den rektangulira framstallningen. L3t z1 = |z1/(cos 8 +1sin 1)

13




och zz = |z;|(cos B + isin B;). Med bjélp av addltlons formler fér sinus och
cosinus fir multiplikation foljande utseende
z1-2z3 = |z1](cosBy +1isin6;)|z2| {cos 82 + i5in6;)
= |z3] !22] (cos 81 cos 87 — sin B 5in By
+1 (sin By cos 8 + cos By sin 82))

= |zq]|zz} (cos (1 + 82) + isin (8 + 63)),

och division f6ljer enligt
z 1 -|z3]

= ——21-Z3 =— (cosB; +15in67) - {cosB; —isinB
7 i 2 Izzi( 361 1) - {cos 83 2)

- iz.[: (cos 81 cos 62 + sin 67 sin 92 +1 (sin By cos 87 — cos B 5in 8,))

2
= :1:(cos(61—82)+1sm(91 82)).

z2

Imz
Z7
Z3 1
\’Q Re z

zy -

Figur 1: Geometrisk beskrivning av multiplikation.

Exempel 2.11. Lt z; =2+ 2ioch z; =3 + i. Produkten zy - zp blir dd
—8 — 4i. Multiplikationen visas geometriskt 1 figur 1, dér produktens vinkel
ir summan av faktorernas vinklar. A

Féljande definition &r praktisk.
Definition 2.12. Lit 8 € R Vi definierar ¢*® = cos 0 + isin®.

Enligt ovan &r z1 = |z7|€'®", 2 = |z2] "2 och vi har att

arg (z1-z3) = B+ 62 =argz) +argzy, (18)
arg (z—]) = 0;—0;=argz) —argzy. (19)
2

14




Om vi later |z1) = lza] = 1 ger (18)}

E:I.B‘| e‘i.sz = e'i.{91 +92),

och om 1 € K har vi
(eie)“ BB . glB = ¢imE (20)

Exempel 2.13. Lés ekvationen z" =w, darn € Nochwe C.
LOSNING: Vi skriver om ekvationen pa polir form. Lat z = |z| el® och w =
lw| e*®. Med hjglp av (20) far vi ‘

|'n. inB iwl e'l.(p

Vi drar oss till minnes att funktionerna sinx och cosx &r 27-periodiska,
vilket ger

il

Izl fwl
nSk = (p+27'[k,

dar k € Z. Loser vi ut {z] och 8 far vi

lzl = [|w[m
Bk = otk

T

Losningarna till ekvationen blir

o+2nk

By = |win e o,

2 = |zl e

dir k € Z. Observera att k = m och k = m + 1 ger samma l0sning. Vi kan
darfor begrinsa k till 0,1,2,...,n—1. _ A

QOm vi ersitter 8 me.d- —8 1 formeln

e'® = cos B +isinB (21)

far vi _
e™* = cos 8 —isin®. (22)
Detta fSljer av att cos {—8) = cos 8 och sin {—8) = —sinB. Laser vi ut cos B

och sin 8 fir vi Eulers formler,

i0 —i8

cosB = i—i;——, (23)
9 __ ,—i8

sinf = 5_2—15— (24)

) (Observera att potenstagarna tidigare har varit definierade for reella exponenter. Visst
fir det skont att samma lag galler f5r komplexa tal.
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2.4 Ovningar
2.1. Berékna och forenkla summorna
z
1428 , i3 i
@ S5 +5 (=)
(B) Ciews (200
2.2. Lat z=1—2i och w =3 — 1. Bestam
(2) 3z — 2w, -
(b) Zz- -2_1;61
©) %

2.3. Bestam det reella talet a si att

5—1
=0,
Im (B—ia)

2.4. Visa att jz] = 1 om och endast om Z = %

2.5. Visa riknelagarna (5) — (14).
2.6. Visa att |z + 4| — 2 < |z+ 2| for alla komplexa tal z.
2.7. Los andragradsekvationerna
(a) z% = —2i,
(b) z2 —9—40i=0.
2.8. Lbs andragradsekvationerna
(a) 22+ (~4+2)z+1-71=0, .
(b) 22— (2+2i)z=3+6i=0.

2.9, Bestim
e (2200 iV/3)
W

2.10. Visa att sin® 0 = $ sin — § sin 36.

16




2.11. Uttryck foljande komplexa tal i polér form

(2) 4,

C) 'H-\/_ 31
(d) (cos I —isin ;)2
2.12. Uttryck foljande komplexa tal i rektangulér form

(a) €7,

®)
() 52,
(d) .
2.13. Lés gkvationerna
(a) 22 +1=0,
(b) z% =16,
() 28 =1+1i.
2.14. Visa att om {z| < 1 och jwi< 1 fb'l;j‘el;s,wa,tt

Z—-W

1T—2Zw

17




3 Polynom och algebraiska ekvationer

3.1 Definitioner och faktorsatsen
Exn funktion f:C — C av typen

f(x) = ap+ ayx+ agx? +... + @uox™ ' + anx™, (25)

dar a; € C, kallas ett polynom. Talen a; kallas koefficienter £ill polynomet.
Om alla koefficienter ar reella kallas polynomet reellt, annars komplext.
Om an # 0 sigs polynomet vara av gradtal n och vi skriver degf =7. Tva
polynom &r lika om och endast om deras respektive koefficienter samman-
faller. Vi kan anvinda summasymbolen {6r polynomet (25) och fir da

T
f(x)= Z a;xt.
i-_—o

Exempel 3.1. Lat f (x) = 4x3—~x+15. Funktionen f &r d4 ett reellt polynom
och deg f = 3. Koefficienterna &r 15,~1,0 och 4. A

Addition och multiplikation mellan polynom definieras genom

(Fa)(x) = fd+alx),
(F-a)lx) = f@x)-gx).

Direkt foljer att om f, g = 0 har vi

deg (f+g) < max(degf,degg), (26)
deg(f-g) = degf+degg. (27)

Exempel 3.2. Anledningen till olikheten i (26) &r att koefficienterna till de
termer med hogst gradtal kan summeras till noll och dirmed férsvinna. Lat
tex. f(x) =xZ+x—4+3ioch g (x) = —x% + 4x. D& fljer att (f+ g) {x) =
fx)+g(x) =5x—4+3i 54 deg (f+g) =1 men degf =degg = 2. A

Ett tal o € C kallas ett nollstalle till polynomet f om (o) = 0. Om
x = o 16ser ekvationen f (x) = 0 sigs o vara en rot till ekvationen. Sjilviallet
ir x = o en rot till ekvationen f(x)} = 0 om och endast om « &r ett nollstille
till f. Vi séger att polynomet f ir delbart med polynomet g om det finns
ett polynom h sidant att f=g-h

Exempel 3.3. Polynomet f(x) = x* — 1 &t delbart med g (x) = x4+ 1, ty
x2 —~1 = (x+1)(x—1). Vi har siledes f = g - h, dir h{x) =x— 1. Talen
—1 och 1 &r nollstdllen till f. A
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Lat f och g vara polynom med egenskapen att degf > degg. Vikan da
finna entydiga polynom k och T s att f kan skrivas pa formen

k{x)g

diir k och 7 har egenskaperna att degk = deg f— deg goch0 < degr <degg.
Polynomen k och r kallas kvoten respektive resten. Observera att f r delbart
med g om T (x) = 0. Likheten (28) kallas divisionsalgoritmeén. Jamfor detta

med heltalen di vi utfér division. T.ex.

{x)+T1(x), (28)

+

W —

7

L=2

3 -+
eller

7=2-3+41.

Exempel 3.4. Ett satt ait berdkna kvoten och resten & ar genom polynomdi-
vision. Lat f(x) = x4 =5x3 +4x* — 14x+4 och g (x) = x2 + 3. Vi presenterar

rikningarna bide med "liggande stolen” och "trappan”.

x2 — 5 4+ 1
243 K — 53 + 4xT — Vx + 4[x*+3
— (x* + 3x?)
' —5%3 4+ x> — l4x + 4
— (5% — 15%)
2 4+ x + 4
—_ {x* + 3)
' x + 1

Overst i uppstallningen ser vi kvoten k(x) = %2 — 5% + 1 och nederst resten
m{x) =%+ 1. Vi kan alltsd skriva { pé formen

flx) = (x —5x+1)(x +3+x4+1.

Divisionsalgoritmen ligger till grund for den viktiga faktorsatsen.

Sats 3.5. Ldt f vara ett polynom och o € C. Talet o dr ett nollstélle till £
om och endast om T @r delbart med x — cx.

BEVIs: Vi bérjar med att visa utsagan att om talet x &r ett nollstalle till f
54 ir f delbart med polynomet x — o Antag att « & ett nollstalle till f. Vi
anvinder (28) med g (x) =x —a och far

fx) =% x) (x—a)+7(x), (29)
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dir 0 < degr < deg{x— &) = 1. Deita medfor att v endast bestdr av en
konstant. Satt 7{x) = c. Vi kan bestdmma c genom att studera (29) for
X == o ‘

fla)=k(x){a—a)+c=c

Eftersom o ar ett nollstille till f foljer att ¢ = (o) = 0. Vi har att f(x) =
k (%) (x — ) vilket betyder att { dr delbart med x — o

Antag mu att f &r delbart med x — o, vilket betyder att det finns ett

polynom k si att

f(x)=k{x){x—a}. (30}
Vi vill understka om o &r ett nollstélle till f. Identiteten (30) ger direkt att
fx) =k () (x— ) = 0, vilket betyder att  dr ett nollstille till f. |

3.2 Algebraiska ekvationer

Exempel 3.6. Los ekvationen x —5xf—x+5=0.

LOSNING: Vi ser direkt att x = 1 16ser ekvationen. Lat f (x) = x> —5x?—x+5.
Polynomet f har ett nollstille fr x = 1, d.v.s. (1} = 0. Faktorsatsen ger
oss di att f &r delbart med polynomet x — 1. Fér att berékna kvoten kan
man antingen anvinda polynomdivision eller ansitta ett polynom k(x) =
ax? + bx + ¢ och studera likheten f (x) =k (x) - (x — 1), d.v.s. att

¥—5x2~x+5 = (ax?+bx+c){x—1)
= ol +{b-—a)P+(c—b)x—c.
Jamfer vi koefficienter fir vi att a =1, b = —4 och ¢ = 5. Vi har att
X3 —5x2 —x+5=(x*—4x—5) (x—'—T). = 0.

Loser vi andragradsekvationen fir vi slutligen rétterna x1 =1, x2 =5 och
X3 =1 - - A
Sats 3.7 (Algebrans fundamentalsats). Varje polynom f sidant ail
degf > 1 har ett komplezt nollstille.

Fér att bevisa satsen kravs mer avancerad matematik &n vad vi klarar
i denna stund, men hall ut! Satsen bevisas exempelvis i en kurs i komplex
analys eller i en hogre kurs i algebra. Tillsammans med faktorsatsen fir vi
en faktorisering av polynom.

Foljdsats 3.8. Ldt f vara ett polynom med degf =m, dirn > 1. Dd kan f
skrivas pd formen '

Flx)=an{x—o)(x—og) - {x—aq), (31)

dir oy € C ar polynomets nollstdllen och an samma som i formeln (25).
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BEVIS: Vi anvinder induktionsbevis over gradtalet n.

(a) Om ett polynom f & av gradtal 1 har det utseendet f(x) = aix +ap
och kan darfor skrivas pa formen f(x} = a3 (x - %3)

(b) Antag att varje polynom g av gradtal T kan skrivas pé formen
g(x) =cl{x—ea)(x— o} - (x—&n),

dar c och oy &r komplexa tal som beror av g. Vi vill visa att varje
polynom f av gradtal n + 1 kan skrivas pa formen

fx)=clx— o) (x— &)+ (x— otni1),

for négra komplexa konstanter ¢ ochi-e;. Enligt Algebrans fundamen-
talsats vet vi att polynomet f har ett komplext nollstélle cnyy. Enligt
faktorsatsen ar T delbart med polynomet x — ttny1, d.v.s.

f(x) =g (x)(x—oni1}, (32)
dir g &r ett polynom av gradtal n. Virt antagande siger att det finns
komplexa konstanter ¢ och xy,02,...,0n sadana att

g(x)=clx—o)(x—x)- [x—an). (33)

Om vi kombinerar (32) och (33) fér vi likheten
fx)=c{x—oqr){x—a2) - (x — &) {(x— &ni3). (34)

Induktionsprincipen ger oss si nir som p# konstanten an likheten (31) for
alla heltal n > 1. Utfor man parentesmultiplikationen i (34) ser man aft ¢
sr koefficienten till ™11, vilken &r an41. : -]

Exempel 3.9. Faktorisera polynomet
f(z) = 22% — 2(1 + 2)22 4 6(—1 + 1)z + 41{1 —1)

som har ett nollstille i punkten z = 2.

LOsNING: Enligt foljdsats 3.8 &r uppgiften klar di vi vet alla nollstillen
il f. Enhgt faktorsatsen ar f delbart med polynomet z — 2. LAt oss ansétta
g(z) = az? + bz + ¢ och 18sa ekvationen f(z) = g(z) - (z—2). Vi far

flz) = (az2+bz+c}(z-2)
az® +{b—2a)z% + (c — 2b)z — 2c.
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Jimforelse av koefficienter ger oss ekvationssystemet

o = 2

b—2a = —2(1+2i)
c—2b = 6(-1+1i)
-2c = 4i(1—1),

som har l6sningen a = 2, b = 2 — 4i och ¢ = —2— 2. Alltsa &r f(z) =
(222 + (2—4i)z—2 —2i)(z—2). De tva Aterstiende nollstallena till f &r &ven
nollstillen till g, d.v.s. rbtter till ekvationen g(z) = 0. Vi l8ser ekvationen
g(z) =0 . . :
Z2+{1-24)z—1—-i=0.
Fran delkapitel 2.2 har vi metoder for att 16sa andragradsekvationer sdsom
denna. Losningarna blir zy =1 och z; = —1 + i. Enligt f5lidsats 3.8 kan vi
* skriva . ‘
flz)=2(z—=2) (z—1i){z+1—1).

A

Sats 3.10. Lt f vara ett reellt polynom och o vara eit nollstdlle fill poly-
nomet. Dd foljer att dven & dr etl nollstille till polynomet.

Bevis: Forutsittningarna for satsen séger att

T
f ('X.) = Z aixir
i=0
dir o; € R, och .
T
fla)=) a'=0. (35)
-L=D

f(®) :Z OB = ZE{-;.—: Zaitxi xZa,;oLi =f{a)=0.
=0 1=0 i=0 i=0
Har har vi anvint oss av riknelagarna (7) och (8). |

Exempel 3.11. Ekvationen z* —2z° — 222 — 22 — 3 = 0 har roten z; = 1.
Bestim samtliga rétter till ekvationen.
LOSNING: Lat f(z) = 2% — 223 — 222 — 2z — 3 = 0. Eftersom f(i} = 0 Bljer
av sats 3.10 att f(1) = f(—i) = 0, d.v.s. z; = —i&r en rot till ekvationen
f(z) = 0. Enligt faktorsatsen r polynomet f delbart med (z— 1) och {z+1),
d.v.s. '

f(z) =k{z) (z—1) (z +1) = k(z) (zz + 1) , (36)
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dsr k &r ett andragradspolynom. Efter ponnomdlvmlon eller ansdttning av
godtyckligt andragradspolynom k foljer att k{z) = z% — 2z — 3 uppfyller
(36). Ekvationen k(z) = 0 har rotterna zz = —1 och z4 = 3. Rotterna till
den ursprungliga ekvatiopen &r zy =1, zz = —1, 23 = —1ochzy=3. A

Definition 3.12. Lt f vara ett polynom. Ett nollstélle o ségs vara av
multiplicitet m om f & delbart med (x— )™ men inte delbart med
(x = o)™

Talet o 4r ett nollstille till polynomet f av multiplicitet m om och endast
om f kan skrivas pa formen

f(x) = (x— o)™ g(x),

dir g #r-ett polynom med egenskapen att g(a) # 0. Detta foljer av att
g{e) = 0 om och endast om g kan skrivas pé formen glx} = (x — aJk(x},
vilket insatt i f &r _

#(x) = (x — o)™ k(x). (37)

" Fréin definitionen av att o &r ett nollstille till polynomet f av rultiplicitet
m foljer att (37) ¢f kan gilla. Alltsd foljer att g{a) # 0.

Lemma 3.13. Ldt T vara ett polynom och « ett nollstdlle till T av multipli-
citet m > 2. Dd giller aft o dr ett nollstille till ¥ av multiplicitet m — 1.

BEVIS: Vi vet att o &r eft nollstdlle till ¥ av multiplicitet m, d.v.s.
f(x) = (x— )" a(x},
dar g{x) # 0. Produktregeln for derivator ger oss

flx) = m(x—ot)m'19(x}+( ™ g'(x)
= (x—a)™ (mglx) + 'x)

)
Slutligen maste vi verifiera att f' ej &r delba.rt med (x — &)™, vilket &r det-
samma som att verifiera aft

(mgl(a) + (o — o) g' (@) = male) #0.
Detta foljer av att m # 0 och g(x) # 0. H

Detta lemma ligger till grund for en allminnare sats.

Sats 3.14. Ldt f vars et polynom. Ett fal o &r ett nollstdlle t:ll f av ndgon
multiplicitet storre dn eller lika med m > 2 om och endost om

Tt =0,

for alla k, sédana att 0 <k <m—1.
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Bevis: Vi birjar med att visa att om o r ett nollstdlle till f av nigon
multiplicitet stérre #n eller lika med m > 2 f6ljer att

@

dxk ‘
for alla k sddana att 0 < k< m—1. Antég att oo r ett nollstille $ill f av
multiplicitet 1, dar 1 > m > 2. Fran lemma 3.13 foljer att o &r ett nollstélle
til ¥ av multiplicitet 1 — 1 > m — 1, vilket ger att for ndgot polynom g har
vi :

o) =0

df -
= ()= (x— )™ glx)
och speciellt

af

— =0.

™ (ex)
Upprepar vi lemma 3.13 f&r vi att o &r ett nollstélle till ' av multiplicitet
1—22>m—2, vilket ger att

&
dx2

(et =0.
Vi kan fortsitta pd detta vis och fir slutligen att o« &r ett nollstalle till 45 1f
av multiplicitet L—m-+12> 1 och speciellt bar vi:

dmf
dxm-'l

(et) = 0.

Vi vill &ven visa det omvinda resultatet. Aﬁtag att
akf
dxk

for alla k, sidana att 0 < k < m— 1. Vi vill visa att f & delbart med
polynomet (x — o)™ Vi anvinder divisionsalgoritmen:

(o) =0 (38)

fx) = (e — ) ™ k(x) + (%),

dir polynomen k och T &r kvoten respektive resten di f divideras med
(x — o)™, Vi vill visa att polynomet T = 0. Vi vet att 0 < degr < m —1,
vilket medftr att vi kan ansatta

T[x)=u.o+a1[x--¢x)+a2(x—cx}2+.<..+am..1 (x-—oc)m"1.

Definiera h{x} = {x — &)™ k(x). Eftersom o #r ett nollstille till h av multi-
plicitet m > 2, vet vi frin den bevisade delen av satsen att
d*h
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for alla k sidana att 0 < k < m— 1. Ekvationerna (38) och (39) ger att
dkr
dxk
for alla k sidena att 0 < k < m — 1. Koefficienten agp ar noll, ty frén (40)
med k = 0 har vi

() =0, : (40)

r{x) = a5 =0.

Lat oss derivera T
Yix)=a;+2a;(x—ax)+...+ (m—Dam_1 (x—a)™ 2. (41)

Fran (40) och (41) fir vi ¥'{x) = a1 = 0. Fortsatter vi i denna anda och
beriknar derivatorna %&k{ och direfter anvinder (40) fir vi att ay = 0 for
alla k sidana att 0 < k < m ~ 1. Detta visar att polynomet v = 0 och
dérmed att

vilket visar satsen. _ |

Exempel 3.15. Ekvationen x4 — 4x3 4 27 = 0 har en dubbelrot, d.v.s. en
rot av multiplicitet 2. Los ekvationen.

LOsNING: Bilda f(x) = x* — 4x® + 27. Enligt sats 3.14 &r dubbelroten till
f(x) = 0 dven en rot till ekvationen f'(x) = 0. Vi stker dérfor nollstillena till
{x) = 4x3 — 12x% = 4x?(x — 3). Nollstillena till f' blir x =0 och x = 3. Vi
ser att x = 0 ej 16ser ursprungsekvationen, alltsd &r x = 3 en dubbelrot. Vi
verifierar detta genom att berikna f(3) = 3*—4.3%+27 = 81108427 = 0.
Faktorsatsen ger osg att f ar delbart med polynomet (x — 3)2 =xZ—6x+9.
Utfor vi polynomdivision far vi ati

flx) = (x — 3)2(x% + 2x + 3).

Resterande rotter till ekvationen finner vi genom att berskna x?+2x+3 = 0.
. Losningarna ar x3 = -1+ iv2 och x4 =~1-— 2. Sammanfattningsvis ir
rétterna till ekvationen %1 = %2 =3,x3 =—1+ iv2 och x4 = —1 —iVZ.

A

'For att 16sa en polynomekvation av hégre ordning &n tvd har vi endast
givit metoden att gissa rOtter och dérefter faktorisera ut forstagradsuttryck
for att reducera gradtalet pd ekvationen med 1. Det finns exakta formler
for rotterna till polynomekvationer upp till och med gradtal 4 men man har
visat att det ej gir att f fram liknande formler for hogre gradtal. For att
veta vilka rotter man ska gissa pA kan man i vissa fall anvénda f8ljande sats.

Sats 3.16. Lt f(x) = ap + a1x+ azx® + ... + anx™, dir 0; € Z fér alla 1.
Antag att brdket B e gér att forkorta och ait det dr en roi il ekvationen
f{x) = 0. Dd foljer att ap ar delbar med p och afl an ér delbar med q.
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Bevis: Vi vet att E r en rot till ekvationen f(x) =0, d.v.s.

d (B) =) ap'g =0
4 i=0

eller, efter multiplikation med g%,

m n—1
Y apte™ =q™+ ) ap'a™ T +anp =0 (42)
i=0 i=1
Vi visar att o ir delbar med p. Att a, #r delbart med g f6ljer analogt.
Efter omskrivning av (42) fir vi

n—1 i1
aq™=—) ap'qg" "t —anp™ =p (— > ‘Iiplq“ﬂ) :

i=1 i=1

Har ser vi att hogerledet &r delbart med talet p. Eftersom vénsterledet &r
identiskt med hbgerledet f6ljer att &ven vansterledet &r delbart med p, d.v.s.

apq™ = Ppb, (43)
for nigot heltal b. Har anvinder vi aritmetikens fundamentalsats som séger
att varje heltal stérre &n 1 pa ett entydigt sétt kan skrivas som en produkt
av primtal?. Alla primtalsfaktorer som tillsammans bygger upp talet p i
hogerledet av (43) maste finnas i ap, ty i annat fall kan vi forkorta brélcet%
vilket strider mot satsens antagande. Alltsd &r ap delbart med p. - |

Exempel 3.17. Los ekvationen x® — 3x? —~2x+ 6 =0.

LosnING: Majliga rationella rétter % ir enligt sats 3.16 saledes fallen da
p = £1,42 £3 16 och g = {%)]. Vi ser att di koefficienten till x* &r 1
far vi att de mbjliga rationella rétterna ir heltal. Efter testande av mojliga

heltalsrétter finner vi att x; = 3 4r en rot. Efter polynomdivision eller annan
metod ser vi att xz = v2 och x3 = —v/2. A

3.3 Samband mellan rétter och koefficienter

Lat f(x) = aqp+ ayx + ax? + ... + An_1x™ ! + %™ ha de komplexa talen
nollstillena oy, &3,. .., &n. Enligt sats 3.8 kan f skrivas pd formen

f(x) = (x— o) (x—z) - (x~ otn).

?Btt tal p > 2 &r ett primtal om p endast &r delbart med talen £1 och &p
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For att fi en konstant term ur detta uttryck méste vi multiplicera —ot; ur
den forsta parentesen med —o; ur den andra o.8.v. Vi fir

ap = {—og){—0ez) - {—2n)

= (1) mop o= (~1"] [ e

1e=1

Det finns &ven ett enkelt uttryck for koefficienten an 7. For att fa en
term av typen cx™ ', dir ¢ &r en konstant, miste vi multiplicera x i alla
parenteser utom i en av dem. Ur denna dterstdende véljer vi —oy, for ndgot
beltal i sidant att 7 < i < 7. Vi kommer att fA n olika termer av denna
typ. Summan av dessa blir:

o™ oo™ e —ax™ == (o . o) X"

Vi vet frin introducerandet av polynomet f att denna koefficient &1 an—1.
Allts8 har vi identiteten

B = —0On—-1.
1

k18
1=

Exempel 3.18. LAt oss studera detta fenomen i fallet n = 3, {or att undvika
att drunkna i teknisk notation. Lat
f(x) =% + axx? + ayx+ ap (44)
ha nollstillena oy, oy och @3. Vikan nu skriva f pa formen
flx) = (x — o3} (x — o2} (x — &xa). (45) 7
Utfor vi multiplikationen i (45) fir vi
f(x) = B - (o1 4 otp + 03) X2 + (xy00 + Ay 003 + o2063) X — o7 002013,

Jamfor vi koefficienterna i (44) och (45) far vi sambanden:

az = — (& + oz +&3)
a) = ooz ooy + oy
Op = =01 X203,
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3.4l Ovningar

3.1. Los ekvationerna
(a) 2% 42iz2 +3 =0,
(b) 28 —17z24 +16 =,
(c) 26 -2i22 —4=0.

3.2. Lat w vara en rot till ekvationen z™ = 1. Visa att

n—1

Zwk=0.

k=0

3.3. Ett andragradspolynom antar viardena 0,1,1 for x = 1,2 respektive 3.
Bestim polynomet. ‘

3.4. Hur méinga komplexa rétter har ekvationen
. Zz—2+1)+2f =2 —z+2)?

3.5. Kan det finnas ndgon polynomekvation med sex olika rétter, varav fem
rdtter ligger i intervallet 10, 1[ och en rot i intervallet J1000, co[?

3.6. De fem oliks rétterna till ekvationen z° — 1 = O betecknas 1,z;,23,23
och z4. Berdkna (1--z;)(1 —z3)(1 — z3){1 — z4). Det &r inte nddvindigt att
l6sa ekvationen.

3.7. Los ekvationen 23 —iz? — z +1=10, d& man vet att z = i &r en rot.

3.8. Bestam talet a s3 att ekvationen z° —4z%2 —2z+a = 0 fir roten z = —2.
Los ekvationen. '

3.9. Bestim det komplexa talet o si att ekvationen z* — (1 +1)z? + {4 +
31)z+ a =0 fir roten z = i. Ls ekvationen fullsténdigt.

3.10. Bestim en polynomekvation med reella koefficienter s att den &r av
lagsta mojliga grad och bar rbtterna 2+ i, —1i och 1.

3.11. Ekvationen z* + 22 + 622 + 82+ 8 = O har rStterna 2i och —1 + 1
Bestim de 6vriga rotterna.

3.12. Ekvationen z* 4223 + 322 + 224+ 2 = 0 har en rot z = —1+1i. Bestdm
samtliga rétter.

3.13. Ekvationen z* — 8z% 4 51z% — 982+ 170 = 0 har roten 3 + 5i. Bestim
~samtliga rotter.

3.14. Ekvationen z* + 323+ z2 + 18z — 30 = 0 har en rent imaginér rot. Los
ekvationen fullstindigt.
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3.15. Bestam de reella talen a och b s att ekvationen 3 + az+b =0 fir
roten z = 1 — 21. L¥s ekvationen fullstindigt.

~ 3.18. Uppdela 54 lingt som mojligt i reella faktorer:
(a) x*+1,

() x*+x2+1,

(c) x*—1,

(d) x7 —x8—x+1,

(e) x5—>;.4 +x3—x24x—1.

3.17. Ett polynom x? 4+ ax + b ger vid division med x +2 resten 1 och vid
division med x — 10 resten 13. Bestim polynomet.

3.18. Polynomet p ger resten 7 vid division med (x — 4} och resten 5 vid
division med (x — 3). Vilken rest ger p vid division med (x —4){x —3)7

3.19. Bestim de reella talen a och b s3 att ekvationen z4+a;3 +bz2—12z =
15 har roten z = —2 — 1. Lis ekvationen fullstindigt.

3.20. Ekvationen 24 + 23+ 222 + 2z +4 = 0 har en rot med real- och
imagindrde] lika. Los ekvationen.

3.21. Ekvationen z% — 623 + 1522 — 18z + 10 = 0 har en rot med realdelen
dubbelt 54 stor som imaginirdelen. Los ekvationen.

3.22. Uppdela polynomet f(x) = x7 +x8 +x° +x* +x3 4+ x2+x+1ireella
faktorer av hogst grad tva.
Ledning: Studera (x — 1}f(x).

3.23. Ange summan respektive produkten av alla rétter till ekvationen 427+
223 +322 - 100 =0.

3.24. Berikna summan av rotterna till ekvationen (z —1)% = 1.

3.25. Givet ekvationen z% — (1 451}z — 6 + 3i = 0, beriikna produkten av
rotiernas konjugerade virden.

3.26. Visa att z'7 + 27 + 1 &r delbart med 22 +z+ 1.

3.27. Ekvationen 3x° — 5x* — 20x% 4 65x + 53 = 0 har en trippelrot for
x = —1. Los ekvationen.
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4 Svar till 6vningar
2.1.
(a) 2+ 54,
(b) 12— 6i.
2.2.
(a) =3 -4,
(b) 10— 104,
(c) 95{1 +7i).
2.3. a=3.
2.7.
(a) z12==%(1~1),
(b) z32 ==%(5+41i).
2.8.
() za=2—ix 2T H,
(b) z1 =3 och zp = ~1+ 2.

30



2.13. _
(a) z1 =31 +1v3),z2 = }{1 ~iv/3) och z3 = -1,
(b) zy = V261 F, for k=0,1,2,...,7,

(e 8k

(c) zk—zue 24, fork=0,1,23,4,5.

3.1.
(&) zig=%H ochz34 = i%ﬁ —1),
(b) z12 ==+1,234 = £2,25¢ = £i och z;3 = +2i,

7I+12k.7r 57r+121.71: :

(c) zk—Zse s ,fork=0,1,20ch z = 23 4" , for k =3,4,5.

3.3. —% + %2

3.4. 3, ty ekvationen &r av grad 3.

3.5. Ja, t.ex. {x — %J[x — %)(x — %)(x — %)(x—— %)('x—— 1001) = 0.
3.6. 5. |

3.7. z1 =ioch zz3 = %1

3.8. a=20,z =—2och z;; =3 %1

3.9. a=2-4,z=1,zg=1—21och z3 =21
3.10. z° —5z% + 1023 — 1022 + 92— 5 = 0.
3.1). zip=F2iochzzg=—-1=+1

3.12. z13 =—1=41io0ch 234 = ki

3.13. 12 =3+ 0iochzz4 =1 £ 21

3.14. 21, = +iV6 och z3 5 = =2EY2

©3.15. a=1,b=10,z13 =1+ 2i och z3 =—2.

3.16.
(@) O+ V24 1)[x% = v2x +1),
(b) XE+x+1)xE—x+1),

) (x
(€) x=TIx+ 12 +x+1)F—x+1),
(d) (x—]}z(xz—!-x-{—'[) (x+1){x2—=x+1),

{e) (x : 102+ x4+ N —x+1).

31




3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.
3.23.
3.24.
3.25.

3.27.

x2 —7x—17.

2x — 1.

a=4,b=2,z15=-2xiochzzy = =++/3.
z12=—1*x1iochz3s= l—iu;"—ri
zipg=2xiochzzs=T=%1

(x+ N2+ 1)(x2 + V2 + 12 — vV2x + 1).
Summan = 0 och produkten = 25.

8.

—6— 3L

X =Xz =¥z = -1 och ‘X.4'5-= —--———~7i;¢6.
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