SF1633 Differentialekvationer I.
MODULUPPGIFTER 1.
Forsta ordningens differential ekvationer med modeller.

d
1. Bestam den I6sning till differentialekvationen A (xy) = y2JX , som uppfyller villkoret y(1) =1.
X

Ange dven |8sningens existensintervall.

2.L& Yy, varaenlosning till den homogena differentialekvationen ;ﬂ +P(x)y =0.
X

) L N o dy
Hérled en partikul&rl6sning till den inhomogena differential ekvationen g +P(x)y = f(x).
X

3. Bestéam en kontinuerlig funktion som &r styckvis deriverbar och uppfyller begynnel sevéardesproblemet

iX, 0E£x<1
@y L2y =100 L 100=] . ¥(0) = 0. Bestam aven y(v2).

-X ,x31

4. Ar foljande pastéenden sanna eller falska? Motiveral
a) L& y = F(X) varaenldsning till differentialekvationen y ¢= y2 +4.
Ldsningskurvan har lokala extrempunkter.

%

b) Begynnelsevérdesproblemet Y ¢=3y”3, y(0) = 0 har entydig I6sning.

. . o dy ) of
C) Betrakta differentialekvationen ax =f(x,y) ,dar f och YV & kontinuerligai
X y

ett rektangulart omréde R i xy-planet.
Tva skilda losningskurvor kan skéravarandrai en punkt.

5. a) En l6sning till begynnelsevérdesproblemet y¢=y° , y(0)=0 gesavy ° O.

Ar |6sningen entydig? Motiveral

b) y =x° & enlosningtill y¢= 3y% , Y(0)= 0. Ar I6sningen entydig? Motiveral

¢) Ange det stérstaintervall i vilket I6sningen till ekvationen y¢=3x?(y* +1) ,y(0)=1 existerar.
Ar 16sningen entydig? Motiveral

6. Bestam den |6sning till differentialekvationen Xy ¢+ y + Xy > = 0 som uppfyller villkoret y(1) = 1.
Bestéam &ven |6sningens existensintervall.

7. Klassificera med avseende pa stabilitet de kritiska punkternatill den autonoma differential ekvationen
y¢=y(2- y)(4- y). Bestam de startvérden Yy, for vilka Iiom y(X) & andligt.
X

OBS! Man behdver g |6sa ekvationen.

8. En modell for antalet P(t) kaniner i ett omréde ges av begynnel sevérdesproblemet

?TT = P(10'- 10°7P), P(0)=5000.

(P(t) betraktas da som en kontinuerlig variabel trots att antalet kaniner givetvis &r ett heltal.)
&) Vad blir limP(t) 2
t

b) Vid vilkentidpunkt T & P(T) = %IitgLP(t) i @) ? Exakt svar skall ges.

9. Bestandet, Y (t), métt i ton, av en vissfiskart i en viss 50 antas variera cykliskt(periodiskt) med tiden t |

métt i manader, enligt foljande: y :s andringshastighet (som kan vara béde positiv och negativ) & proportionell
mot produkten av Y och den cykliska faktorn cosZt - PAmorgonen den 16 maj (véljessomt = Q) & y =1ton
och den 16 augusti & Y = 3 ton. Bestam Y (t) som funktionav t .



Bestam &ven de stérsta och minsta vardenasom Y (t) antar och vid vilka tidpunkter som detta sker.
10. Bestam en icke-konstant funktion, vars kvadrat plus kvadraten pa dess derivata &r likamed ett.

11. | en enkel populationsmodell for antalet individer, P(t), & den relativatillvaxthastigheten konstant, a.

| en annan modell & den relativatillvaxthastigheten summan av tva termer.

Den enatermen & en positiv konstant, & , och den andra termen &r proportionell mot popul ationen med en negativ
proportionalitetskonstant, b .

En tredje modell erhdlles genom att korrigera den andra modellen pa foljande satt:

avlagsna ett konstant antal per tidsenhet, C.

Stall upp dessa modeller.

Studera dérefter vad som hander efter 18ng tid, da konstanterna séttstill a=5, b=-1 och c =4.

12. Entavla som &r till salu pastas vara 400 & gammal. Pigment i malningen innehdller vitt bly med
halveringstiden 22 &. Noggranna métningar ger vid handen att 31/32 av den ursprungliga mangden vitt bly har
sonderfallit. Antag att sonderfallshastigheten &r proportionell mot méngden vitt bly. Ar en tavelskojare i farten?
Avgor tavlans alder.

13. En partikel ror sig 1angs en x-axel sa att dess hastighet i axelns riktning & proportionell mot
kvadraten p& x-koordinaten X (t).

Proportionalitetskonstanten antasvaral (dimension mlslom langd och tid métsi m respektive s).

Vidtiden t = O har partikeln koordinaten p* 0.

a) Bestam X(t) for t 3 0.

b) Undersok om partikeln for lampligaval av p kan nd origo eller férsvinna obegréansat bort frén origo inom andlig tid.
Angei safal hur 1ang tid detta tar, som funktionav p .

14. Tentamenskonstruktoren haller pa att baka en kaka och inser da att ett |ampligt tentamensproblem kan
formuleras enligt féljande:

En kakatas ur ugnen. Efter 10 minuter &r kakan 105°C och efter 30 minuter &r kakan 65°C. Vid vilken tidpunkt,
kaktemperaturen & d& 35°C, kan en smakbit erhallas ?

Avsvalningshastigheten antas vara proportionell mot temperaturdifferensen T - T, , dér T, &

rumstemperaturen 25°C och T &r kakans temperatur i °C.

15. Tvatankar A och B innehéller 400 liter saltldsning vardera. Den véalblandade viatskan pumpas mellan, in i
och ut ur tankarnaenligt figur. Stall upp en matematisk modell f6r méngden av salt i tankarna vid varje tidpunkt
t . Modellens ekvationer behdver g 16sas.

0.2 kg salt/l :
28 |/min Blandning
301/min
i Y
S S )
_—| Blandning
— 16 I/min
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\ u
Blandning Blandning

12 1/min 14 |/min




16. For en duvart géller, att den dor ut om inte antalet individer N inom ett visst omrade Gverskrider ett troskelvarde
T >0. A andrasidan finnsen nivd K > T sidan att tillgdngen pa foda bararacker till K individer. Om den spontana
tillvaxtkoefficienten & r > 0 , sA modelleras ovanstéende med foljande differentialekvation for N = N(t) som funktion
dN _ aeN oo 10 N
dt e-|- ZeK
Studera denna icke-linjéra differentialekvation enligt foljande:
a Bestam alastationdralésningar ( dvslosningar N(t) =konstant).
b. Avgor for varje stationar 16sning om den &r stabil eller inte.
c. Kommentera dven rimligheten i det erhdlina resultatet.

avtident :

17. Entank innehaller 300 liter vatten i vilket 1800 gram salt har |0sts.

En annan saltldsning med koncentrationen 5 gram per liter pumpas in med hastigheten 2 liter per minut.
Den vé blandade 16sningen pumpas ut med hastigheten 3 liter per minut.

Stall upp en differential ekvation som beskriver detta forlopp.

Bestam saltméngden som funktion av tiden. Under hur Iang tid géller detta ?

18. Klassificera med avseende pa stabilitet/instabilitet de stationara ldsningarna
d
till den autonoma differential ekvationen d_y =y(y- 1)
X

Bestam de startvarden Y, for vilka Ii(gg y(X) & andligt.
X

19. Bestam allménnaldsningen till differentialekvationen y¢=y(y- 1) .
Dock behdver g konstantlsningarna anges.
Bestém dérefter den 16sning som uppfyller villkoret

AN0)=2 b Y0)=3

Ange |6sningens existensintervall och vad som hénder d& X véxer.

20. Daen produkt tas ut ur en ugn har den temperaturen 700°C (Celsius).

Den svalnar dérefter med en avsvalningstakt som ar proportionell mot skillnaden i temperatur mellan produkten
sjdlv och det omgivande rummet. En konsult har hyrtsin for att utreda denna avsvalningsprocess.

Konsulten foresl&r tva olika matematiska modeller.

L&t T(t) varaproduktens temperatur vid tiden t.

dr _ T-40 dr _T- 30
Modell1: — = - . Modell 2. — = ——
dt dt 3

Avgor vilken modell som kan varalamplig och bestém dess |6sning.
Vad & produktens temperatur efter lang tid ?

21. Bestam vérdet pa X sdatt y(X) = 4,da (x- 2)y¢+y =2x och y(0) =3.
22 Undersdk om differentialekvationen X(X +1)y ¢- 2(x +1)y +x°=0, x>0

har ndgralosningar Y(X) med egenskapen att M ®1 dax® ¥.
Ange alla sadana |6sningar, om de nu finns.

LEDNINGAR:

1. Differensekvationen &r g pa standardform. Utfor deriveringen. Vi har fatt en kand typ av differentialekvation.
For att bestémma existensintervallet undersoks nér funktionen blir obegransad.
Tag det intervall som innehdller det aktuellavardet pa X.

2. Bestam forst Y , och erséit dérefter den obestémda konstanten med en funktion av X.
Sétt darefter in i den inhomogena differentialekvationen och utnyttjaatt Y, &ren
|6sning till den homogena differentialekvationen.

3. Bestéam forst den allménna ldsningen. En av konstanterna bestdms med hjélp av villkoret och
den andra konstanten kan bestdmmas med hjélp av kontinuitetsvillkoret.

4.9) Studera derivatans tecken.

4.b) Studera entydighetssatsen.



Forsok darefter att finnatva losningar som uppfyller differentialekvationen och villkoret.
4.c) Studera entydighetssatsen.

5.8) Studera entydighetssatsen.
5.b) Studera entydighetssatsen.

Forsok darefter att finnatvalGsningar som uppfyller differentialekvationen och villkoret.
5.¢) Studera entydighetssatsen. Bestédm den 16sning som uppfyller differentialekvationen och villkoret.
6. Undersok var funktionen blir obegransad. Tag det intervall som innehdller aktuellt X-vérde.
7. Bestdm forst de stationédra punkterna. Studera darefter derivatan.

8.a) Gor en kvalitativ analys.

8.b) Losforst begynnelsevérdesproblemet. Bestam dérefter tidpunkten T .

9. Stall upp differentia ekvationen. GI6m inte proportionalitetskonstanten.
Anvand villkoren for att bestdmma konstanterna.
Vilka vérden kan sinusfunktionen anta och nér ?

10. Stall upp differentialekvationen.

11. Stél upp differentialekvationerna och studera dessa kvalitativt.

12. stéll upp differentialekvationen. L s begynnel sevardesproblemet.

13. stall upp differentialekvationen. L s begynnel sevardesproblemet.

14. Stéll upp differentialekvationen. GlIOm inte proportionalitetskonstanten.

L6s differentialekvationen. Allmannalosningen & T(t) = Ae +T, .

Konstanterna bestdms med hjélp av villkoren.
15. Betraktaférandringen av saltmangd per tidsenhet i respektive tank.
16.a. Derivatan &r lika med noll for stationdra lésningar.
16.b. Gor kvalitativ analys.
16.c. Studera |angtidsbeteendet.
17. Betraktaforandringen av saltmangd per tidsenhet i tanken.
Vad hander med vétskemangden ?

SVAR:
1
1. Differentialekvationenslosning & Y = ——=——=—. LOsningens existensintervall & {X : 0 <Xx< 4.
gary=—= 2 7% 9 { 4
2. Se avsnitt 2.3. i kursboken.

2

i X
.— , 0 £x<1

_ 2L+ %)

3. Den soktaldsning & y = |
2- x2
| ——— , x31
721+ X)
Det sokta funktionsvérdet & Y(+/2) = 2-2 _
4(1+2)

4. Allatre pastdendena &r falska
5. a) Entydig l6sning. b) Ej entydig |6sning.

1 ,375 m U
c) Det stérstaintervallet i vilket |6sningen existerar & j X:- 3 T <x< i/;% Entydig |6sning.
|

1 -
6. Differentialekvationenslosning & y = ———— . Existensintervallet &r {X . x>e 1}.
X(1+Inx)

7.y, = 0 & eninstabil kritisk punkt. Y, =2 & en stabil kritisk punkt. Y, = 4 & en instabil kritisk punkt.
Ii(gl;l Y(X) & andligt for de startvarden Y, som uppfyller O£y, £4.
X

8.9) limP(t) =10° .b) T=10In19¢.
sinﬂe—l

d
9. Besténdet uppfyller differentialekvationen % =ky cos%* ochar y(t) = :

Bestandet &r storst den 16 augusti varje & och & likamed 3 ton.



1
Bestandet & minst den 16 februari varje & och &r lika med é ton.

10. En icke-konstant funktion & y = SinX.

1dP dP
11. Moddll 1; ——=a ,— =aP.
P dt dt

Modell 2: Ed—p:a+ bP , dP =P(a+bP) ,b<0.
P dt dt

Modell 3: ?j—f =P(a+bP)- c.

Modell 1: P véxer obegransat dat véxer.
Modell 2: Efter 1ang tid kommer blir P = 5.
Modell 3: Efter lang tid blir P: 0 ddaP<1,1ddaP=1o0ch 4 dal<P.

12. Det &r en tavelskojarei farten, ty tavlans lder & 110 ar, € 400 &r.

1
13.8) Xx(t) :ﬁ b) Partikeln forsvinner obegransat 1angt bort inom — sekunder for p > 0.
p

14. Efter 70 minuter kan en smakbit erhallas.
1950 _gq. 2150) , 75,0
5 i dt 200 200
Idsz (t) _35(1) 35
I dt 40 40
16. a. De stationdgralosningarnaar N =T , N=K och N =0.
b. Losningarna N =0 och N = K &r stabilamedan N =T & instabil.
c. Resultatet & rimligt eftersom antalet individer gar mot noll efter lang tid,

dvs duvarten dor ut om antalet & mindre &r troskelvarde T > 0.
Vidare gér antalet individer efter 1ang tid mot K individer till vilkafodan racker.

(300- t)°
(300)°
18. y; =0 & stabil och Y, =1 ar instabil. limy() & endiigt for {Yo:v £1.

1

17. Observera att tanken blir tom efter 300 minuter. A(t) = 5300 - t) +

2
19.9) y= Pl existensintervallet {X: X <I n2 och y véxer obegransat.

1
19b) y= =

existensintervallet {x: xT R} och y gar mot noll.

X i)
.
20. Endast modell 1 & rimlig. Modell 1: T (t) =660e 2 + 40. Produktens temperatur blir 40 "C.
21. Det entydigavardet pa X gesav X =2 - J2.
1
22 Densoktalosningenar  y=x°In(1 +=) ,x>0.
X



