SF1633 Differentialekvationer |.
MODULUPPGIFTER 3.
Fourierserier, partiella differentialekvationer och laplacetransformer.

1. Undersok om funktionsféljden {1, cosnt, simt} d&rm=1, 2, ...... ochn=1 2, ........ ar
ortogonal paintervallet (- m,nt) . Uttryck darefter den 2 -periodiska funktionen f med hjalp av
dennafunktionsfoljd da f(t) =t, - n <t<m.

2.a Visaat {sinnx} ,n=1, 2, 3, utgdr en mangd av ortogonala funktioner paintervallet [0,x].
2.b. Skriv funktionen f(x) =sin®x p&intervallet [0,7t] som en linjérkombination av 1ampliga
ortogonala funktioner ovan.

2.c. Antag att funktionen f(X) = X +1 , 0< x< 3 & utvecklad i féljande tre serier: en

Fourierserie, en cosinusserie och en sinusserie.
Ange det varde mot vilket respektive serie konvergerar mot for x = 0.

3. For den 2z -periodiskafunktionen f géller att: f(t) ==’ - t* ,- n<t<m.
Bestam f:s fourierserie.

Anvand sedan den erhallna serien for att berakna summorna a L > och a
n=1 n=1

4. Bestam Fourierserien till den 2-periodiska funktionen f(x) = x|+ x ,- 1<x<1.
Bestdm vidare Fourierseriens varde for x = 1.

( 1) n+l |

¥
5. | ett tabellverk hittar man att s(x)=é@ arllkamed (3x _6x+2) , da Oxx<1.

=1

Berékna s(- 8 /3).

¥
6. Bestam koefficienterna b, , n=1,2,3,.... sdatt cos2x :é_ b sinnxdA0<x<m.

n=1

7. Bestam almannalésning till differentialekvationen y ¢+ 5y = f(x) ,
dar f(x+2x) =f(x) ochf(x)=Xx ,- Tt <X<m.

8. Bestédm genom variabel separation den |6sning till den partiella differentialekvationen
ug =ug-+ u som uppfyller villkoret u(x,0) =3e > +2¢ *

2 2

. : . . d d°u . °
9. Losden partiella differentialekvationen a—tf = 4% iomradet O<x<m, t>0
med randvillkoren u(0,t) = u(r,t) = 0 och
begynnelsevillkoren u(x,0) =sin2x+4sin4x och a—l:| o =0.

1 0%u(x, t) au(x,t)
¥ x> ot

, 0 <x<m ,t>0

10. Losfdljande variant av varmel edningsproblemet: auéo’t) :augc,t):o t>0
X X

i
i
ju(x 0) :—(1+SCosx) , 0<x<m
|



I 9%u_au

y ) . 5=, &Kx<m t>0

11. Lo6sbegynnelsevardesproblemet: | 0X” ot
i uOt)=u(,t)=0 ,t>0

u(x,0) =sinx+10sin3x , kKx<mx

~

12. Lat u(x,y) beteckna den stationadra temperaturférdelningen i en tunn kvadratisk platta
2 2

0<x<1 , 0<y<1, (u uppfyller altsa Laplaces” ekvation 2—)(2” +%’ =0) med
y
. ou ou
randvillkoren &(O, y) :&(L y)=0 ,u(x, 0)=0 och u(x,]) =cosdnx .

Bestam temperaturen i mittpunkten (x,y) =§%%g-

13. En strang &r inspand pa x-axeln sa att den har sinaéandari x =0 och x =1.
Vidtiden t = 0 befinner den sig i vilamen utsétts for ett hammarslag som ger den en
. ih,}<x<§
begynnelsehastighet av g(x) =i 4 4 .
10, for ovrigt
2 2

Bestam forflyttningen u(x,t) davagekvationen 3—); = a—tg satisfieras.

14. Bestdm Laplacetransformen for funktionen
vars graf ritats har bredvid.

Grafen bestar av tre rétalinjestycken for 0 £1 £ 3.
Fort>3é&r f(t)=0.

|

i !
15. Losfor t 3 0 ekvationen ydt+6y¢+13y =e *'sin2t , y(0) = y¢0) = 0.
t

16. Losintegralekvationen y(t) + 3csin(t - u)y(udu=t.
0

17. L0&s begynnel sevardesproblemet

y@+4y¢+4y =(8t- 4U(t- 1) ,t>0, y(0) =1, y§0) = -2.

Har & U(t) Heavisides sprangfunktion

("the unit step-function”, U(t) =1 for t 3 0 och U(t) =0 for t <0).

18. L 06s begynnelsevardesproblemet y@+y =§(t- 1) ,y(0) =1 ,y¢0)=0.
d(t - 1) & Diracs deltafunktion.

19. L6s begynnelsevérdesproblemet y @+ 4y¢+13y =35(t- =) ,y(0) =1, y€0) =0.
¥

20. Laplacetransformen gesav L{f(t)} = ¢ (t)e *dt under Iampliga villkor.
0

Vilka av foljande pastéenden & korrekta? Bevis eller motexempel kréavs.
aL{t}={L{t}}’ by L{ 2t} =2L{ t}
o L{t+}={ t}{ ¢} ar{t+}={t}+L{ ]}



e) f ar styckviskontinuerlig fér t 3 O och av exponentiell ordning. P Ii@gg F(s) =0 dar
F(s) = L{f (1)} .
t

21. Bestédm en funktion f som satisfierar ekvationen f(t) =cos3 + (g "f(t- t)dv.
0
22. Berskna y(t) for t >0 ddy@+y =f(t 0)=7, ya0)=5, dar f() =} o "
Beraknay(t) for t>0 day@+y =f(t) ¥(0)=7, yq0)=5,dar f() =1, " .\ -
23. Bestam den |6sning till differentialekvationen ya- 4y = 605 (t - 3)
som uppfyller villkoren y(0)=5 och y&0) = 10.

LEDNINGAR:

1. Hur definieras ortogonalitet mellan funktioner ?

2. Sel. Utnyttjatrigonometriska funktioner. Hut ser respektive serie ut ?

3. For summorna anvandes lampligt t-varde.

4. Vad konvergerar fourierserien mot ?

. Utnyttja cosinusseriens egenskaper.

Har &r en funktion utvecklad i en sinusserie.

. Utveckla f i enfourierserie daen partikulérl6sning skall bestdmmas.
Ansétt en partikul &rl6sning pa samma form.

8. Anvand superposition.

9-12. Anvand variabel separation och identifiering.

13. Anvand variabel separation och fourierserieutveckling.

14. Bestam de réta linjernas ekvationer.

15-19. L aplacetransformera.

20. Utnyttjaintegralens egenskaper.

21-23. Laplacetransformera.

~N o U

SVAR:

1 71 cosmt)=0 4, sinnt} =0 {cosmt, simt}=0 {cosmt, cosnt} =0

oY (_ 1)n+1 .
{sinmt, simt}=0 t~2{:1nleS|nnt

24+1+3+
2. @) {sinnx,sinmx} =0 b) sin3x:%sinx- %§n3x c) Fourierserien: Orirs+l_11

2 2’
. . 0%+1+07+1 . . 0%+1- (0* +1)
cosinusserien: T =1, sSnhusserien: > =0.
2p2 éé (_1)n+1 34 1 p2 éé (_1)n+1 p2
3. f({t) ~—— +4g ~—5—-cosnt , — =+ och =—.
® 3 ?_1 n’ ‘:’}1 n 6 21 n’ 12
1 ¥ AN _ 1 _ . .e
4. f(x)~—+é %2%005nnx+2 Cosmsmnnxl’J
2 n:1T (nTE) nre
. . . f(1+) +f(1- +24
Fourierseriens summafor x =1 blir medelvardet (I+) +( ):O > =1.
2
T
5 9-8/3)=-—
& ) 18

6.b =0 ,n jamnt och bﬁ# . n udda
p(n” - 4)



7. Y=y, ty, = AcosJ?Sx+Ban§x+a%sinnx
n=1 N -
8. u(x,0) =3¢ %Y + 26
9. u(x,t)=cos4t sin2x+4cos8t sin4x
1 3
10. u(x,t) ==+ =€ cosx
2 2

11. u(x,t)=sinx e' +10sin3x e‘f’t

e4py - ™ 1 1
12. = — T e
u(x,y) - e - COS4pX u(2 2) JRIpeET
13. u(x,t)= a (cosn— - cosg—)smnnxsmnnt
=1 (nat) 4 4

14. F(s):s—lz(l- e°-e®+e¥)
1 .
15. y(t) :f—ge'gt(5| n2t- 2t cos2t)

1. 3 .
16. y(t):Zt +§SI n2t

17. y() = e® +U(t - Dt - D - 1+e*Y)
18. y(t) = cost+ U(t - L)sin(t - 1)

19. y(t) = €*(- €"sin3t U(t- )+ cos3t +§si n3t)
20. a) ochc) &r falska, b), d) och €) & sanna.
21. f(t) =cos3 +%sin3t

22. y(t) = 7cost+ 5sint - %{sin(t- m) - (t - w)cos(t- m)}U(t- =)
23. y(t) = 5e’ +15U(t - 3)(820-3) ) e—2(t—3))



