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Tillatet hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

1. En lésning till differentialekvationen ty@ (1+t)y¢+y=0, t>0 gesav y=¢€.
Bestam differentialekvationens allmanna I6sning.
Lsninasforslag:
Vi bestammer forst en av den givna l6sningen linjart oberoende 16sning.
Vi anvander reduktion av ordning. Detta innebér att vi satter y=¢€z.
Insattning i differentialekvationen ger: t{éz(ﬂ:+ 2e'z¢+ etz} - (1+t){ ez0+ etz} +e'z=0 .
Forenkla: t{z@+2z¢+ 7} - (L+t){z¢+2} +z=0 , tz@+(t- 1)z¢=0 .
satt: u=2z¢ u¢=zd. Vi far da tuc+(t - Hu= 0 , vilken ar separabel.
u¢ 1-t 1

Omformning ger: — = n :; - 1. Vi soker en I6sning.
u

Integration map t : Inju =Int - t, u=+te"'. En I6sning sokes, tag u=te ™", z¢=te™.
Partiell integration ger: z=-te’'- €'. Vifar dd y=€(-te’'- e')=-t- 1.
Aven y=t+1 ar en l6sning. Vi undersoker det linjara oberoendet och anvander da

Wronskian, vilken skall vara skild ifran noll. W(et,t+1) =

¢ tef_
=-te <0 dat>0.
e 1

De tva funktionerna, y= € och y=t+1, ar linjart oberoende och bildar en bas for
I6sningsrummet till den givna differentialekvationen.

Den allménna losningen erhalles som en godtycklig linjarkombination av
basfunktionerna.

Vi far sdledes y=ce +c,(t+1), dar c, och ¢, ar godtyckliga konstanter.

SVAR: Den allmanna lésningen ges av y=ce +c,(t +1).
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2 Lo6s systemet av differentialekvationer X¢= da - mx.
Avgor vad som hander efter lang tid med en partikel som placeras i punkten (5,6).

| sninasfersiag:
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Vi borjar med att bestdmma egenvarden och egenvektorer till matrisen A :é4 1o

3-n -2
4 -1-A\
Egenvéardena ar komplexa och lika med A, =1+ 2i.

Det racker att bestamma egenvektorn till ett av egenvardena. Vi véljer A, =1+2i.
Insattning i systemet (A- M)K =0 ger:

O=det(A- Al) = =N -20+5=(A-1)°+4

-1-2i -2 A - -1 4 14
& O g, & O =0, k,=rE" °
e 4 -1-1- 2ig e2 -1-ig el- ig
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Vi har nu en komplex lésning till systemet. Z :e(“z')tE:E =€'(cos2t +isin2t)i &+ i? 7.
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Genom att ta realdel respektive imaginardel av den komplexa ldsningen erhaller vi tva reella
linjart oberoende l6sningar till systemet.



N cos2t hx =g sin2t )
=e'§ . oc —eb . .
. €cos2t + sin2tg 2 esin2t - cos2tg

_ & e'cos2t o & e'sin2t 0
Systemets allménna I6sning ar X = ¢X; +c,X, =¢¢ _ T+C,6 . T.
ee'(cos2t +sin2t)g  “ee'(sin2t - cos2t)a

En partikel som placeras i punkten (5,6) kommer att avlagsna sig obegransat fran origo.

& e'cos2t 0 @ esin2t o)
SVAR: Systemets allmanna I6sning arX = ¢§ +C,% -
ee'(cos2t + sm2t)ﬂ ee‘(S| n2t - cos2t)o

Partikeln avlagsnar sig obegransat fran origo.
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X + —-3ygy x

Klassificera de kritiska punkterna med avseende pa stabilitet/instabilitet samt typ.

3. Bestam de kritiska punkterna till systemet X¢= @(% g

| de kritiska punkterna ar tangentvektorn lika med nollvektorn.
& y
Vi far da E += é) . Vi erhaller foljande kritiska punkter (0, 0) och (-1,0).
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- X + — - - x> elg

EXtes gy Xy,

Vi studerar nu det linjariserade systemet.

Forst berdaknas Jacobimatrisen och satter darefter in respektive stationara(kritiska) punkt.
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Jacobimatrisen blir ¢_ 1 _ = oy2+.
& 1- 2x )Y
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Den kritiska punkten (O, O) ger foljande matris ¢_ 1 }—
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Egenvérdena fas ur 0=| _4 }-k =0 - A +1=(h- =)+ =, A= ‘/_
> 2 4 16’ 4
Komplexa egenvarden med positiv realdel innebéar att den kritiska punkten &r en instabil
spiralpunkt.
Det samma galler aven for det icke-linjara systemet.
ad 1j
Den kritiska punkten (-1, O) ger foljande matris ¢1 1——
20
0-A 1
1 17 1+J17
Egenvardena fasur 0= 4 1 , =2 - Zh-1= (k-—)-— A= ‘/_
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Reella egenvarden med olika tecken innebér att den kritiska punkten ar en sadelpunkt och
darmed instabil.
Detsamma géller aven for det icke-linjara systemet.

SVAR: (0,0) ar en instabil spiralpunkt. (-1,0) ar en sadelpunkt och darmed instabil.



