L dsningsfordag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Tisdagen den 27 ma 2014, kI 0800-1300.
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang &r |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1

Modul 1.

Ett fallande foremd med massan m paverkas av tyngdkraften mg och av ett luftmotstand.
Den retarderande kraften &r proportionell mot hastigheten v.

Enligt Newtons andra lag & massan ganger accelerationen lika med de krafter som paverkar
foremalet. Bestam foremal ets hastighet efter 1ang tid.

L 6sning:
Vi stéller upp differential ekvationen 3—\: =mg- kv .

Vi bestammer forst den stationdra | Gsningen.

Den erhdles da derivatan &r likamed noll. Vi far v :%.

Studera derivatans tecken och rita upp funktionens uppforande i faslinjen.

L g | < >
m!;/k %
Efter 1ang tid blir hastigheten lika med % .

SVAR: Foremalets hastighet efter 1ang tid & % .

Modul 2.
y,(x) =x & enlosning till differentialekvationen x’y&- xy¢+y=0 ,x >0.
Bestdm en fundamentalmangd av |6sningar samt ange den allmannalésningen.

L dsning:

Vi ansétter y = xz(x), y¢=xz@(x) +z(X) , y&=xzx) +2z4Xx) .

Inséttning i differentialekvationen ger x*(xzd¢x) +2z4x)) - x(xz&X) + z(x)) + xz(x) =0 .
xXz®x) + z4x)= 0

Sétt u(x) =z¢x) ,udx) =z6(x). xu€x) +u(x)=0 , d—cj((xu(x)) =0.
C,

Integrera med avseende p& x: xu(x) = C, ochvi far z¢x)=—.
X

Integreramed avseende pa x: Zx) = C,Inx+ C,.

y=xz(x) ger y=x(C,Inx+C,) =CxInx+ Cx.

En fundamentalmangd av |6sningar bestar av linjart oberoende |6sningar.

Antalet ar likamed differentialekvationens ordning. | vart fall tva

En fundamentalmangd & { xInx , x }.

Den almannalésningen & en linjarkombination av de linjért oberoende |6sningarna.

Vifér y=CxInx+C,x.

SVAR: En fundamentaimangd & { xInx , x }. Denalmannalésningen y=CxInx+C,x .

Modul 3.
Lét F(s)= ©

&
Bestam &ven f (3

-2s

varaen given |aplacetransform. Bestdm orginalfunktionen f (t) da L{f(t)} = F(s).



L&sning:

Vi étertransformerar och f&r f (t) = (t- 2)U(t- 2), dar U(t - 2) Heavisides stegfunktion.
f@=B-2UB-2=1u@0 =1

SVAR: Orginalfunktionen f (t) = (t- 2)U(t- 2) och f(3 =1.

Del 2
11. Omingen fisk tas upp ur en 56 sa varierar mangden fisk, y(t) [ton], i §6n med tiden t [
ar] enligt differentialekvationen

?- %’2, y>0,dar a=4 [ &] och b= 80 [ton].

Nu borjar man fiskaut ¢ [ton] fiskar per ar, (¢ & en positiv konstant).

a. Ange differentialekvationen for y som dagéller.

b. Ange det kritiska varde pa ¢ som inte far dverskridas
om det skall finnas ndgon jamviktslésning > 0.

c. Dac ligger under detta kritiska vérde finns det en stabil jamviktsniva y, >0
for méngden fisk. Bestdm y, som funktion av c.

L 6sning:
y& Yo

a Den korrigerade differentialekvationen blir y¢= = 0
a

y
¢=2
Y a

-C.

Med de givna vardena pa konstanterna far vi

y®_ Yo ._Y80-y) _¥80-y)-320c
4 809 320 320

b. Jamviktslosning erhdlles da f (y) = 0.

Daar y* - 80y+320c=0, (y- 40)* =1600- 320c=320(5- ).

Reellaldsningar och storre 8n noll erhadllesda c £ 5.

For ¢ > 5 existerar inga jamviktsl6sningar.

Jamviktslsningarna & y = 40 +,/320(5- c).

c. Vi bestammer den stabila jamviktslGsningeny, genom att studera tecknet hos f €y;).
JamviktslGsningen & stabil om f €y,) <0 och instabil om f&y,) >0.

y¢= = f(y) .

fgy)= 803_253/ = 4(1) _Y och inséttning av jamviktsldsningarna ger
f €40 +,/320(5- ¢)) = — 32;)2:30 - 9 < 0 stabil jamviktslosning.
f €40 - \[320(5- ¢)) = —“3201(643}0) >0 instabil jamviktsl6sning.
SVAR:

a Dennyadifferentialekvationen ar y¢= % -C

b. Det kritiskavardepac & c =5.
c. Jamviktsnivan y, = 40+ ,/320(5- ©) .

12. Undersk om f,(x) = x och f,(x) =x* & ortogonalapdintervallet (- 2,2)
Bestam dérefter konstanterna ¢, och ¢, siatt f,(x) = x + cx” +¢,x* blir ortogonal mot
bade f, och f, pa sammaintervall.

L 6sning:
Vi undersoker om funktionerna &r ortogonala genom att forst bestdmma den inre produkten
mellan dessa.

Om den inre produkten &r lika med noll s& & funktionerna ortogonala.



’f (X)) £(x); = o‘l(x)f (x)dx = O(X Zdx = O( *dx =0,

ty udda funkti on och orlgosymmetnskt mteervall

Den inre produkten &r lika med noll och sdledes &r funktionerna ortogonal a.
Vi skall bilda ett ortogonalt system med hjép av funktionerna f,, f, och f,.
Inre produkten mellan f, och f, Iika med noll ger:

:’f 1(X),f (x) dl(X)f (x)dx = O((x +c1x +C,X *)dx
Inre produkten mellan f, och f, Ilka med noll ger:

= \fz(x) f3(x) dz(x)f3(x)dx = (x + cx + czxs)dx

O 2@+
CZS@ |C2—'£

Vi erhdller foljande system: | i 12 .
0= 23% fe,=0
i

fo,(xX) =x- 122 x® & ortogonal mot de givna funktionerna.

SVAR: f,(x)=x och f,(x) =x* & ortogonala paintervallet (-2,2) ¢, =0 och ¢, =- 122

t
13. X, :?ﬁft te‘]) ~ar enldsning till systemet X ¢= AX Bestéam en fundamentalmatris till
2

systemet samt bestdm den 16sning som uppfyller villkoret X(0) = ?22.

L 6sning:
For att bestéamma en fundamentalmatristill vart system behovs tvalinjért oberoende |6sningar.
Vi bestammer forst systemets matris och dérefter dess egenvarden och egenvektorer.
Skriv systemets matris enligt foljande A =& -0,
riv systemets matris enligt foljande A &c do
2 b +
In%ttnmgavdenglvnalommgenlsystemetgeﬂa;@t e’ _® ot +)e'
e(t+1e'g €ec dﬂe td o
2 aa(t +1)e + bte +2 a+byt +
Hyfsningger(a}et )eo (t+1) oellerE:[§ o:é )+
e(t+1)e'g ec(t+1e +dte o et+lg e(c+d)t+co
Ad=at+tby aa=2p
¢c2=a =+ GCbh=-1-+
81:c+d++’ gc:1++ '
el=c o ed=0g

Identifiering ger foljande system:

Matrisen &r A:E:E2 _16.
el Og

L. o . 2- }\’ -1 2 2
Egenvérdenafas ur ekvationen 0 =det(A- Al) = 1 N =N -20+1=(A-D".

Vi erhdller ett multipelt egenvérde A, =1



Tillhtérande egenvektor fas ur ekvationen ? K =0,K, éo

-1 1
Enny lésning ar X, =% e :Q T.VI har nu tvalinjért oberoende [Gsningar .
€lg  ¢e'g

t-- t e

&0 e
Dessaér X, —éoe =¢ —och den givnaldsningen X, _? +3 2

€le  ¢e'g e t¢ g
. & (t+1)e
En fundamentalmatrisér F = ¢ ( . t) 0 , observeraatt detF = -€* 1 0.
e ¢ o

Den allmannalt')sni ngen ar en linjarkombination av de linjért oberoende | 6sningarna.

t+1
Vi f&r X = ac; cptrhes
eeg e ted g

Villkoret X(0) = gigger: X(0) = a§0+ KE0_ €0 0_g0

e0g e2g’ ebﬂ e3g

. Bestdm de godtyckliga konstanterna.

3t+5)e's
InséttninggerX:g( )eQ.
e(3t+2)€e g
& (t+1)€es
SVAR: En fundamentalmatristill systemetar F = ¢ (t+Le =
eé te¢ o
3t+5
Den [6sning som uppfyller villkoret & X = 3‘1 )e 9
e(3t + 2)e‘fa
2 .
14. Skriv differential ekvationen ((jjtx -x - x° g ByZE%[( som ett autonomt system.

Studera systemet genom att hitta alla kritiska punkter, bestémma deras typ(nod, sadel punkt, spiral,
centrum) och avgoéra huruvida de &r stabila eller instabila.

L 6sning:
jdx _
dx dy _ d* i )
Vi sétter y=— och = = — varvid f6ljande system erhdlles: i )
dt dt ld—:-x-x2+?é-3y26
I dt €2 .4

Vi startar med att bestdmma var tangentvektorn ar lika med noll.

Detta ger oss de kritiska(stationéra) punkterna.

Dérefter studerar vi de kritiska punkternas karaktar genom att understka Taylorutvecklingen kring
aktuell kritisk punkt, med andra ord en linjarisering. Jacobimatrisen blir da ett viktigt redskap.

j0=y }(xy)=(0,0)
ad 500, [(6Y)=(10)
&2 % @ frvakritiskapunkter.

Tangentvektorn lika med nollvektorn ger: .
} =-x- X+

Jacobimatrisen ges av matrisen
e 0 1 4
- 1- 2x 1 9y>~
e 2 Yo

Inséttning av respektive kritisk punkt ger:



(xy) =(0,0)

a0
Matrisen A = Q 1 }/ har komplexa egenvarden med positiv realdel.
20

- A
Egenvéardena erhdlles ur ekvationen 0 = =\ - —1x+1 (A - —) +E.
-1 }/2 16
o
Dessadr ) = 1";/1_5 .

Den kritiska punkten (0,0)ér en instabil spiral.
Detsamma géller aven for det icke-linjara systemet.

(xy)=(10)

® 1lp
Matrisen B =¢ har skilda egenvérden och olika tecken.
el }/Zg

- A
Egenvérdena erhdlles ur ekvationen 0 = =\ - —17\ 1=(- —) - 1—7.
1 % 16
Dessaar A = 1i417 :

Den kritiska punkten (- 1,0) & en sadel punkt och darmed instabil.
Detsamma gdller &ven for det icke-linjdra systemet.
SVAR: De kritiska punkterna &r (0,0) och (-1,0).

Den kritiska punkten (0,0)ér en instabil spiral.

Den kritiska punkten (- 1,0) & en sadelpunkt och dérmed instabil.

15. Lat u(x,t) varatemperaturen i en smal stav. med langden L

d2u ou

Vidare géller att P huza, & x<L, t>0, h & en konstant.

Bestam temperaturen u(x,t) da begynnelsetemperaturen & f(x) och stavens andpunkter &
isolerade.

L 6sning:

Vi separerar variablerna: u(x,t) =X (x)T(t).

Inséttning i den partiella differentialekvationen ger: X &Xx)T (t) - hX(x)T(t) = X(X)T&t).

Divideramed X(X)T(t): X&x) _ th) + h=konstant =A .

X(x)  T()
I X®x)- AX(x)=0
Vi erhdller ett system av linjéra okopplade differentialekvationer: |
1TE)- (M- T(@) =
"T-ekvationen” har l&sningen: T(t) = Ce* ™",

For "X-ekvationen" behandlastreollkafall. )» >0, A =0o0ch A <0.
A>0,A=pu?, ulR A =0 A<0,A=-u® ,ul R
X(x)=A,e”"+Be "™ X(x)=AXx+B, X(x) = A, cosux +B,sinux

Stavens andpunkter &r isolerade innebar att z—)l: Ot = % (L,t) =0.
Tillsammans med variabel separationen ger detta att: X €0) T(t) = XqL)T(t) = 0.
Dettaskall gdlafor alat: X&0)=X¢L)=0.

A>0,A=u’, uiR A=0 A<O0,A=-u’ ,ul R




X&x)=u(A.e” - Be") X&x)=A, X €x) = u(- A,Sinux + B,cosux)
Inséttning av andpunkterna ger:

A>0,h=u’,ulR A=0 A<O,A=-u® ,ul R
10=Xq0) =u(A;- B) 10=Xq0)=A, 10=Xq0)=u(B,)
10=XaL) =u(Ae" - Be™) 10=XqL)=A, $0=XL)=u(-A,snul +B,cosul)
.. e . _ i, Bsz _ nrexX
Endast den trivialalésningen. X(x) =B, %ML - e X(x) = A;cos )
Motsvarande "T-l6sningar" blir:
A>0,A=u’, ulR A=0 A<O0,A=-u® ,ulR
(-(ZP-h)
T®)=Ce" Tt)=Ce ©
Vi har erhdllit tva uppsattningar med 16sningar.
A=0 A<O0,A=-u” ,ul R
(- (Z5)2- h)
u(x,t) =B,C,e " u(x,t) :A3005¥C3e o

Linjarkombinationer av |Gsningar &r 16sning.
Den 16sning som uppfyller de givna randvillkoren & paformen:

¥ e | 2
V- nmx - )2+t
upt) = Det 4+ § a cos—e ‘
2 el L

Det dterstar att bestdmma koefficienterna.
¥
Begynnelsevillkoret u(x,0)=f(x) ger: f(x) =u(x, 0 F %+ é a, cosnLLX
n=1

L L
Koefficienternadr: a, = %(‘j‘(x)dx och a, = % (‘)‘(x)cosmE—X dx.
0 0

) ) 3 nEx - ()2 +hyt
SVAR: Stavenstemperatur & u(x,t) = %e "+ é a, cos% e *t

n=1
L L
a, = g(‘j‘(x)dx och a, = ZO‘(x)cosrm—X dx.
L L L



