Kompletteringstentamen i SF1633 Differentialekvationer |
Onsdagen den 11 juni 2014, kl 0830-1000.
Hjapmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa lGsningarna pa ett sddant sétt att berakningar och resonemang &r |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Modul 1.

En saltlésning med koncentrationen K g/l pumpasini en tank med hastigheten 2 1/s.
Tanken innehaller 400 | 16sning och saltmangden i tanken &r 4 g.

Den vé blandade 16sningen pumpas ut med hastigheten 2 I/s.

Bestdm forst saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t.

Vidtiden t =2001 n2 o6nskas satmangden 8 g i tanken.

Bestam koncentrationen K for att detta 6nskemal skall bli uppfylit.

Ange &ven saltméangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t for denna koncentration.

L &sning:
N . . dx X
Forandringen av saltméangden per tidsenhet gesav — = 25K - 2 %—.
g dt 400
X X
Hyfsning ger: E +H) =2XK. Vi har en linjar differentialekvation, dess allménnaldsning erhadlles som summan av

den almanna homogena 18sningen och en partikul &rlésning.
t

Vit X(t) = Ce 2® +400K. Vid starten ar saltméngden likamed 4.

Insittning ger konstanten C.
X(0)=C+400k =4, C=4- 400K .

L
Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t gesav X(t) = (4 - 400k)e 2® + 400Kk .

Nu over till bestdmning av koncentrationen hos den inpumpade |&sningen.
200In2

Inséttning av villkoret ger: 8 =x( 200In2 )= (4- 400k)e 2®° +400k.
Vifér: 8 =(2- 200k) + 400k, k :rfo = 0,03 = 3%.

t
Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t blir x(t) =12 - 8e 2%.

t

SVAR: Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t & X(t) = (4 - 400k)e-5° + 400K .
t

Den sokta koncentrationen & k = 3% och tillhorande saltmangd & x(t) =12 - 8e 20

Modul 2.

. - B)a
Bestém alla kritiska punkter till systemet @@(db = ez((y )6
eyw ey(x- 2)o
Klassificera de eventuellakritiska punkterna med avseende patyp och stabilitet.

L 8sning:
| de kritiska punkterna &r tangentvektorn lika med nollvektorn.

6 _gx(y- 9o
e0g ey(x- 2)
Detta har I6sningarna (0,0)och (2,5).

For att klassificera dessa punkter anvander vi oss av Jacobimatrisen i den aktuella punkten.
-5 X g

a(xy) ey x-2g

Vi sétter in de tva kritiska punkterna och erhéller darvid foljande matriser.

(0,0)

Vi erhdller foljande system =f(xy).

Jacobimatrisen & likamed

A @5 06 d eellaoch
=% . Egenvérdena &r reella och negativa
§0 -20° =

Den kritiska punkten &r en stabil nod.
(2,9)



2 ..
=% 0. Egenvérdena &r reella och med olika tecken.
e5 0Og
Den kritiska punkten & en sadel punkt och darmed instabil.
Motsvarande géller &ven for det icke-linjéra systemet.

SVAR: (0,0) & stabil nod och (2,5) & en sadelpunkt och darmed instabil.

Modul 3.

Néagon eller nagra av féljande partiella differential ekvationer

u¢=u+x+y , ug=ug+u , uug=ug+u+x dar u=u(x,y),

gér att 16sa med hjélp av variabel separation.

Bestam den |6sning som uppfyller villkoret u(x,0) =5e * + 6e>.

Losning:

Det & endast differentialekvationen U$ = U$+ U som kan I6sas med hjalp av variabel separation.

Vi ansétter u(x,y) = X(x)Y(y).

Inséttning i differentialekvationen ger: X&X)Y(y) = X(X)Y&y) + X(X)Y(y).

Divideramed X(X)Y(y):
X(x)  Y(y) :

Den partiella differential ekvationen har Gvergétt i ett system av ordinara differential ekvationer:

I Xgx) - AX(x) =0
1Yqy)- (L - DY(y) =0,

‘[ X(x) = Ae™
|
TY(y) = Be*
AX+H(A-1)y

For varje konstant ), erh&lles en l6sning p&formen U, (X,Y) =C, €
Aven linjarkombinationer av sddana losningar &r 16sning.
Vi far

+1 =konstant = A

Vi far f6ljande |Gsningar:

AX+(h-1)y

[]
u(x,y) =& c.e
"A
Det givnavillkoret ger: o
u(x,0) =5¢ * +6e> = q ¢ &*
o )

Dettainnebér att

\I,)\’l:-l ‘!CM:S T 0
ovriga =
in,=3 fc,_=6 119G 7T
3x+2y

Inséttning ger: U(X,y) =5e "’ + 6€

SVAR: Den stktaldsningen & u(x,y) =5e %Y + 6%,



