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1.(4 poäng) L̊at u(x, t) vara utböjningen i positionen x vid tiden t av en sträng som uppfyller

∂2u(x, t)

∂t2
= 4

∂2u(x, t)

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0,

u(x, 0) = e−2|x| , −∞ < x <∞ ,

∂u(x, 0)

∂t
= 0 , −∞ < x <∞ .

(1)

Bestäm u(x, t) med hjälp av Fouriertransformen.
L̊at U(ω, t) :=

∫∞
−∞ u(x, t)e−iωxdx vara Fouriertransformen av u i x-led. D̊a ger Fouriertrans-

formering i x-led av (1)
∂2U(ω, t)

∂t2
= −4ω2U(ω, t), t > 0

för varje ω ∈ R. Denna ordinära differentialekvation har karakteristiska ekvationen m2+4ω2 = 0
som ger lösningen m = ±2ωi och

U(ω, t) = a(ω) sin(2ωt) + b(ω) cos(2ωt) .

Begynnelsevillkoret ger

U(ω, 0) = b(ω),

∂U(ω, 0)

∂t
= 0 = 2a(ω)ω,

s̊a U(ω, t) = U(ω, 0)(e2iωt + e−2iωt)/2. Dess inverstransform med translation (se BETA) blir

u(x, t) = F−1{U(ω, 0)
e2iωt + e−2iωt

2
}(x)

=
u(x + 2t, 0) + u(x− 2t, 0)

2
=

e−2|x+2t| + e−2|x−2t|

2
.
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