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Beta Mathematical Handbook éar tillatet hjalpmedel.
Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.

Skrivningen har tre uppgifter. Limna in l6sningar till hogst tva av dessa (om tre lamnas rittas de tva sdmsta).

Fem poang réacker for godkand kontrollskrivning.

1. (4 podng) Temperaturen u(x,t) i en odndlig stav uppfyller virmeledningsekvationen

u(x,t) 282u(x, t)
ot 7 022

e—x2/2

V2T ’

Bestdm temperaturen u(x,t) i positionen x € R vid tiden ¢ > 0.

—3u(z,t), —oco<z<oo, t>0,

u(x,0) = —00 < & < 00.

Lat U(w,t) = ffooo u(x,t)e”™*dx vara Fouriertransformen i x-led. Dd ger Fouriertrans-
formering i x-led av ekvationen
oU (w, t)

— 9,2 _
T 2w U (w,t) — 3U(w,t),

for varje w € R. Denna ordindra differentialekvation har losningen
Uw,t) = A(w)e” 2+t

och begynnelsevillkoret ger A(w) = U(w,0) = e /2, 54 U(w, t) = e~ @ 3)i—w?/2 — o=8t,—w*(3420)
Inverstransformering ger svaret

2.(4 poang) Utbojningen u(x,t) av en svangande strang med lingden 7, som ar fast inspand i
andarna, loser vagekvationen
0*u(z, 1) _482u(x,t)
(1) oz ox?
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0
1

O<z<m t>0
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med begynnelsevillkoren
u(z,0) =z, 0<zx<m,
Ju(z,0)

ot

Bestdm wu(z,t) som en Fourierserie.

=0, O<zx<m.

Variabelseparation u(x,t) = X (x)T(t) insatt ¢ (1) ger T"(t) X (z) = 4T (t) X" (x) och
T”(t) B X”(:E)

T - X = konstant = \ .
Den sista ekvationen och dess randvillkor X(0) = X(w) = 0 har de nollskilda losningarna
X(x) = sin(nx) for A\ = —n? och n = 1,2,3,..... Detta ger T"(t) = —4n>T(t), som har

losningen T(t) = a, cos(2nt) + b, sin(2nt) och T(t)X (z) = (an, cos(2nt) + b, sin(2nt)) sin(nz)
for godtyckliga konstanter a, och b,. Eftersom (1) dar linjar far vi

Z ay, cos(2nt) + b, sin(2nt)) sin(nz) .

n=1

Fourierkoefficienterna b, bestams fran begynnelsevillkoret Ou(zx,0)/0t = 0 till

0= Z 2nb,, sin(nx)

n=1
som ger b, = 0 for allan = 1,2,3,... . Fourierkoefficienterna a, bestams fran begynnelsevil-
lkoret .
r=u(z,0) = Z a, cos(2n0) sin(nx)

n=1
till .

Z a, sin(nx)

n=1

vilket ger
2 [T 2 T 2
a, = —/ zsin(nmx)dr = —([—x@]g +/ Mdm = —(=1)"*!
0 T 0

™ n
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och Fourierserien u(x,t) = > o 2(—1)"*! cos(2nt) sin(nz).

3.(4 podng) Formulera och motivera Parsevals relation for en Fourierserie. Bara formulering ger
inga poang och motivera betyder att harleda, t.ex. som i kurslitteraturen.



