Laboration 1: Konstruera en optimal balk med numerik

Avsikten med denna laboration ar att:

- 16sa ett optimeringsproblem med en differentialkekvation som bivillkor,

- repetera och hantera metoden med Lagrangefunktioner for att losa optimeringsproblem med
bivillkor

- se ett exempel pa att en differentialekvation kan anvindas pa annat siatt dn att bara bestdmma
16sningen for givna koefficienter - att konstruera en optimal balk ar ett sadant exempel pa
ett inverst problem.

Denna laboration innehaller programmering i Matlab och numerisk optimering, med en metod som
kan generaliseras till manga problem, t.ex. anvands den for att soka optimal form av en vinge eller
ett skrov.

1. Betrakta utbojningen u(z) av en fritt upplagd balk som léser Bernoulli-Eulers ekvation

(b(x)u"(2))" = f(z), x€(0,1)

u(1) = b(1)u"(1) = u(0) = b(0)u"(0) = 0 (1)

med bojstyvheten b(x) och kraften f(x) per langdenhet. Denna ekvation kan skrivas som ett system

w’(x) = f(x) z€(0,1),w(0) =w(l)=0
b(z)u"(x) =w(x) z€(0,1),u(0)=u(l) =0.

Anta att bojstyvheten b ar styckvis konstant

b z< 2/5
b(z) =14 by, 2/5<z<3/5
b 1 b_2 b 3

Fritt upplagd balk med styckvis varierande bredd.

Malet ar att valj parametrarna b; > 0 och by > 0 med b3 = 1 — by — b; > 0 sa att energin
fol f(z)u(x)dz minimeras. Vi kan tolka bivillkoret by + by + b3 = 1 som att vi har en given méngd
material att gora var balk av, med varierande bredd och konstant hojd.



la. Lat V, vara en approximation av v(z,) for x, = hn, n = 0,1,2,...,N, h = 1/N, och
approximera andraderivatan med den vanliga andradifferensen D2V}, := (V,,.4 — 2V, + V,,_1)/h? for
n=1,...N — 1. En approximation av differentialekvationen ar differensekvationen

D*(BD*U),=F,, n=1,....N—1, DUy=D*Uy=0, Uy=Ux=0 (2)

som kan skrivas

D*W,=F, n=1,.... N—1, Wy=Wxy=0
N (3)

B, DU, =W, n=1,...N—1 Uy=Uy=0
med
bl $n<2/5
By={ by 2/5<w,<3/5

och vi kan tolka D?V,, som en matris vektor multiplikation, med den tridiagonala matrisen som har
—2/h?* i huvuddiagonalen och 1/h? i 6vre och undre diagonalen,

D?=— 1 -2 1

Vi ska nu minimera energin Zg:_ll F,U, =: F - U under bivillkoret att ekvationen (2) &r uppfylld.

Det ar anvindbart att studera Lagrangefunktionen L(U, A,b) := F - U + (F — D*BD?*U) - A. Hér
ar B diagonalmatrisen med B,, i diagonalen,

by

B = diag(B,) = b . (4)

1 —by—b

Forklara varfor Lagrangefunktionen satisfierar L(U,A,b) = F - (U + A) — BD?*U - D?A och ger
ekvationerna
0=0u,L(U A, B) = D*(BD*U), — F,, n=1,...,N—1, D*Uy=D*Uy=0,Uy=Ux=0
0 =0y, L(UA,B) = D*(BD*\), —F,, n=1,....N—1, D?*Ay=D*Ay=0,Ag=Ay =0
0=0,L(UA,DB), i=12



1b. Vi ser att i detta fall & A = U och {or en given bojstyvhet B kan differensekvationen (3) lésas.

Bestam b; numeriskt till exempel genom att implementera foljande iteration i Matlab:
bt = b — 50, L(U™, A™, B™) i=1,2,

dar 6 > 0 valjs lampligt litet och U™ = A™ &r 16sningen till (3) med B = B™ och b3 &r eliminerad
enligt (4). VAlj t.ex. en jamt fordelad last f(x) = 1. Notera att L ska deriveras med avseende
pa diagonalelementen i (4).

lc. Testa numeriskt noggrannheten av approximationen (2) till (1) (hur?). Vilka felkéllor finns?
Motivera noggrannheten du ser.



