1. (3 podng) Antag att en partikel ror sig i ett medium dér friktionskraften ar proportionell
mot kvadraten av hastigheten v(t) € R sa att
dv(t)
dt
for en konstant £ > 0. Bestdm v(¢) som funktion av v(0),k och ¢t € R. Lat dz(t)/dt = v(t).
Bestédm ocksa den tillryggalagda strackan x(t) som funktion av x(0),v(0) och ¢.
Ekvationen ar separabel

= —k(u(t))®, t>0

sa

v(0)
T+v(0)kt *

x(t) = z(0) + v(0) /0

och vi far hastigheten v(t) = Detta ger strackan

dt
1+ v(0)kt

—2(0) + %111(1 4 v(0)ke).

2. (3 poang) Bestam jamviktspunkterna for differentialekvationen

dx(t

WO o~ 2(0) (3 - 2(0)
dér k och o > (3 &r positiva konstanter och x : [0, 00) — R. Klassificera ocksa jamviktspunkterna
med avseende pa stabilitet. Ekvationen behover inte 10sas.

Fkvationen kan skrivas x'(t) = g(x(t)) med g(x) = k(a—z)(B—=x). Jdmuviktspunkterna bestdms
av losningarna till 0 = g(x) wvilket ger x = « och x = 3. Vi har ¢'(z) = —k(6 — z) — k(o — x),
sa ¢'(a) = —k(B —«a) >0 och ¢ (B) = —k(a — 8) < 0. Ddarfor ir x = 3 en asymptotiskt stabil
Jamuiktspunkt och x = « ar en instabil jamuviktspunkt.

3. (3 poidng) Betrakta funktioner z : [0,00) — R och y : [0, 00) — R som l6ser systemet

dx(t)

") catt) — ot
dg;—it) = x(t) + ey(t).

Bestam systemets jamviktspunkter och avgor deras karaktéar som funktion av konstanten € € R.
Systemet behover inte 10sas.
Jamuwiktspunkterna loser
0=ex—y,

0=x+ ey,
1
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vilket ger y = ex och x(1 + €*) = 0 vars losning dr x = y = 0. Jacobianen till hogerledet dr den
konstanta matrisen

e —1

1 €

- -1
1 €— A

dess egenvdrden \ uppfyller
Ozdet{€ ]:(e—/\)Q—i-l,

sa A\ =¢€ex1i. Ome <0 dr jamviktspunkten (0,0) en asymptotiskt stabil spiral, om ¢ = 0 dr

jamuiktspunkten (0,0) en stabil centrumpunkt och om e > 0 dr jimuviktspunkten (0,0) en instabil

spiral.

4. (3 podng) Bestdm den allménna 16sningen x : [0,00) — R och y : [0,00) — R till systemet

WO o) + v,
W oty i),

dér € € (0,1) ar en konstant.
Jacobianen till hogerledet ar den konstanta matrisen

A

€

—1-A

vars egenvarden \ uppfyller

O:det{_ll_)\ }:(l—l—)\)Q—e,
Sd)\:)\iz—lzl:\/g

Ekvationen for en egenvektor

gera=eb/(1+ \y) = £b/e.

Egenvdardet Ay ger egenvektorn

Je

1

} och egenvardet A\_ ger egenvektorn { {

_\/E 1
Vi far den allmdnna losningen

8]-ce e ]

for godtyckliga reella konstanter c.



5. (3 poéng) Betrakta funktionerna x : [0,00) — R och y : [0,00) — R som léser systemet

B 2ty + elt)
W oty i),

dér e = 1/9 och (x(0),y(0)) = (1,0). Bestdm y(¢) med hjélp av Laplacetransformen.

Lat Z(s) = fooo zgg e~ stdt vara Laplacetransformen av losningen. Laplacetransformering
1 -1 €
SZ(S)—[0:|:l 1 _1]2(5)

-1
| 1I+4+s  —e 1
Z(S)_{ ~1 1+s} {0}
B 1 1+s € 1
(st 1)2—c¢ I 1+s 0
s+1
— (s+11)76 .
(s+1)2—¢
1
(s+1)2—c¢

LR TR L
 2¢l/? (s+1)—¢€/2  (s+1)+€l/?

]_ 1/2 1/2

_ (—14€/2)t  (—1—€'/ )t)

= ——\e€ e
2¢1/2 (

av ekvationen ger

och vi far

Inverstransformering ger

Y

ddir e =1/9.

6a. (4 poang) Temperaturen u : [0,1] — R i en stav med diffusionsfunktion % : [0, 1] — (0, c0)
uppfyller differentialekvationen

(1) %(k(x)d‘;f)) =0, O<az<l

dér temperaturen vid x = 0 dr u(0) = 0 och varmeflédet vid x = 1 uppfyller k(1)u/(1) = 1.
Bestdm temperaturen u(x) med ett uttryck beroende pa k.

6b. (6 podng) Antag att staven i uppgift 6a bestar av ett kompositmaterial med N skikt dar

k(z) = k=1 nAx<a:§(n+%)Ax,
V7 k=2 (n+3)Az <z < (n+1)Az,
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forn=20,1,2,...,N — 1 och Az = 1/N. Bestam en konstant konduktivitet k, sa att
u(nAzx) = u,(nAz) forn=0,1,2,..., N,

dér u 16ser (1) och u.(z) &r temperaturen i en homogen stav med konstant diffusionsparameter
k. som uppfyller

d . du(x)
7 Uvx =Y ]-7
- (k e )=0 0<z<
u.(0) =0,
du, ()
k. =1.
dr |:1::1
Integration av ekvationen (1) ger
k(x)u'(z) =C

och randvillkoret vid x = 1 medfor C = 1, sa u'(x) = 1/k(z). En ytterligare integration och
randvillkoret w(0) = 0 visar att

(2) u(x):/om%

Vi har som i uppgift 6a att kyul, = 1 och v, = 1/k. sa randvillkoret u,(0) = 0 ger u.(x) = x/k..

Uttrycket (2) ger
nAx
dx 1 nAx  nAzx
u(nAz) = ——=(— 4+ —
sa villkoret u,(nAx) = u(nAz) ger

PREL S

Vi far
 2kiky A
k4 ke 37

7. Temperaturen u(x,t), i positionen x vid tiden ¢, i en homogen stav med konstant diffusion-
sparameter k, uppfyller

Ou(z,t) 0*u(z,t)
=k, , 1, t ,
5 9 0<z< >0
ou(1
Qullt) _ o 4oy,
Ox
u(0,t) =0, t>0,
u(z,0) :x(l—g), O<zx<l.

Ta. (4 poang) Bestdm wu(x,t) som en Fourierserie.
7b. (3 poing) Bestdm ett ndrmevérde till maxo<,<; u(x, 1) nér k, = In2.



Variabelseparationsansatsen u(x,t) = T'(t) X (x) insatt i ekvationen ger
X(x)T'(t) = k.Tt)X"(z)

och

)  X"(x)

kTt X(z)’
Eftersom hogerledet beror bara pa x och vansterledet bara pa t maste vansterledet och hogerledet
vara en konstant \. Vi far X" = AX. Om X = —a? < 0 far vi med karakteristiska ekvationen
losningen X (x) = acos(ax) + bsin(ax). Randvillkoren ger 0 = a och 0 = —aasin a + ba cos «
vars ldsning dr o = m(n+1/2) forn =0,1,2,.... Pa samma sdtt ger A > 0 endast X (z) =0
som losning.

Ekvationen for T blir T'/(k,T) = —a? = —12(n+1/2)2 och vi far losningen T(t) = ce ™k (n+1/2)%t

vilket ger u(zx,t) = bye ™t in(1(n + 1/2)z). Eftersom ekvationen dr linjir dr ocksd
summan

u(z,t) = Z bpe " 2D i (r(n 4 1/2) )
n=0

en losning. Koefficienterna b, bestams av begynnelsevillkoret
r—2?/2 =u(z,0) = an sin(m(n +1/2)z)
n=0

och ortogonaliteten
bn/2 = /0 1(93 — 2*/2) sin(m(n + 1/2)z)da = — /0 1(x _ 22/2) % COS7<T7E7(1H++11//2§)1:) dr
P [
P [

=[1-2)
1
m(n+ 1/2)

Vi far temperaturen

e}

2 Ckon2(n 2 .
U(CIZ,t) = Zm@ Fum(nt+1/2) tsm(ﬂ(n—i— 1/2)5{))

n=0

Lat t =1 och k, = In2. Temperaturen u domineras av den forsta termen i summan som vid
x =1 har sitt mazimum

Eeqnh?/zi _ E242/4 ~ E2*10/4 = & ~ 0.09
31 o

73 s 31



De resterande termerna kan uppskattas enligt foljande. Vi har med hjdlp av integraluppskat-
tning av en avtagande funktion

o0

= 2 —ksm?(n4+1/2)%t _: —kem?(14+1/2)%t
| ; me Slﬂ(ﬂ'(n + 1/2)I’)| S 2e Z

1
(n+ 1/2)?

n=1

o dz
< 27T36k*7r2(1+1/2)2t/ _as
o (z+1/2)°

_ _ 2 2
— Bk (141/2)%ty

Den forsta termen i summan for u dar

2

Fgpe Y sin(m(1/2)z).
(A

_ 2 _ 9.2
utm 8/4%22 2r?l

Det relativa felet att ersdatta u med forsta termen vid x = 1 blir mindre dn e 1

272 <1076 .

8.(5 poang) Lat u(z,t) vara utbdjningen i positionen x vid tiden ¢ av en striang som uppfyller

Q*u(x,t) 982u(x, t)

—oco<xr<oo, t>0,

ot? oxr?
1
(3) u(x,O):m, —00 < x < 00,
M:o, —00 < < 0.
ot

Bestédm u(x,?) med hjélp av Fouriertransformen.
Lat U(w,t) == [~ u(z, t)e” ™ dx vara Fouriertransformen av u i x-led. Dd ger Fouriertrans-
formering i x-led av (3)
0*U(w, 1)
ot?
for varje w € R. Denna ordindra differentialekvation har karakteristiska ekvationen m?+9w? = 0
som ger losningen m = 3wt och

= —90?U(w,t), t>0

U(w,t) = a(w) sin(3wt) + b(w) cos(3wt) .

Begynnelsevillkoret ger



si Uw,t) = U(w,0)(e’! + e=3%1) /2. Dess inverstransform med translation (se BETA) blir

u(e,t) = FH{Uw,0) ()

u(z + 3t,0) + u(x — 3t,0) 1

1 1
2 2(1+(x—|—3t)2+1+(x—3t)2)'

Alternativ uppgift 8.(5 poédng) Formulera och bevisa en sats om stabilitet for skaldra differ-
entialekvationer y'(t) = g(y(t)) med ¢'(y1) < 0 i en jamviktspunkt y;.
se Sats 10.53.1 och Kapitel 4 i sidorna ”Eulers metod” pa kurswebbsidan.



