SF1635, Signaler och system I

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2014-03-12

1) Losning

Man har att
1 1

By —zy=2?—l=y —--y=1-= (1)
T T

som #r en linjir ekvation med integrerande faktor h(x) = e/ (-1/2)dz — €. Multipli-
ceras den hdgra ekvationen i ekv(1) med I, si far man

1, 1 _(y)f_l 1
xy 2 Y= Cr a3

och efter integration

Y 11

Begynnelsevillkoret y(—1) = 0 ger till slut:
1 1

dvs storsta intervallet, som l6sningen kring x = —1 &r definierad i, &r z < 0.

Svaret &r alltsa y=zhlz|+35(L—2),z<0.

y(x) =x*log(abs(x))+(1/x —x)/2

0.5

Figur 1: y = zInfz| + 3 (£ —2), 2 <0




2) Losning

Vi borjar som vanligt med att skriva ODE’n pa standardform

5 8
noY = :84 9
y' -y Gy =84, (2)

Dérefter ansitter vi, enligt teorien,

vo) = wlom = (4 %) ()= (g) @

4% W-
= u’lzwlochu’gzw2 (4)
med
2 2t 5 0 a2t 8 2 0 6

W72x 4$372$’Wli8x4 4:1737_8:6’W272x 8z* =8z (5)

Inséttning i ekv(4) leder till

—8 8 8 6

uy = 2; = —42% = u; = —z’och u}) = 2—; =4y = uy = 22> (6)

Detta resulterar i den allmédnna losningen

4 4

Yaim (1) = uy (2)y1 + uz(2)yp + c12? + cox? = 2% + c12? + e

Insittning av y(1/2) = y/(1/2) = 0 leder till ¢; = &, ¢; = —% och svaret blir

3) Losning

i) Egenvirden fas mha sambanden:

—1-A 2

=MN4+1=0
S +

det (A — AI)

som ger egenvardena \; o = £%, dar \; = 7 leder i sin tur till

ii) egenvektorn vi:

—1—2 2 V11 . 1—2
) :0:}—’()114—’()12(1—2):0’i\/1 = ;
-1 1—1 V12 1



Detta resulterar 1

Xi(t) = <1 I Z) et = (1) +1 <_01>] (cost+isint) (7)
cost + sint _[sint — cost
- < cost ) T < sint ) (8)

iii) Fran teorien vet vi att den allménna losningen fas via

Xamm () = i Re{X4 (1) } + coIm{X; ()} (9)

som i vart fall, se ekv(8), ger svaret i matrisform

cost 4+ sint sint — cost
Xallm(t) =0 + o .
cost sint

iv) Svaret ovan ger

1 1 —1
X(O) = (()) = C1 (1) + Co ( O> — ] = O, Co = —1 (10)

som leder till kurvan som ar utritad blatt i fasportrittet,

X (1) = <— sint—i—cost) (11)

—sint

v) Eftersom vara 2 egenvérden &r imaginéra blir slutsatsen att origo ar ett cent-
rum.
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Figur 2: 2/ = —x + 2y,y/ = -z +y




4) Losning

Faltningen y(t) = (f * f)(¢) ar definitionsméssig

(f * F)(t) = / F() (- T)dr = / e le~ =747 (12)

Eftersom vara funktioner dr jimna sa racker det att studera fallet t < 0.
Svaret for ¢ > 0 far vi sedan mh a symmetri betraktelser.
For fallet t < 0 far vi harmed, se Fig 3:

Faltningen y(t) = (ff)(t) y(t) = (fR)(t) = (1+[t)exp(-t])
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Figur 3: y(t) = e It x e~

(Fen®) = [ e lar (13)
_Oj 0 oo
= e ™ dr+ [ e Tdr + [ e e Tdr (14)
[ feees ]
= %t—tet—i-%t:(l—t)et (15)
For t > 0 far vi (t — —t)
(f* &) =1+t (16)

som leder till svaret

y(t) = (f [)(t) = (L + [t))e "

Probleml6sning m h a Fourier-transformen:
BETA 5:th ed, F44, sid 319, k=c=0,a=1, b =4 ger
3 4 51y 1t
y(t) = (f* Nt) = F)F(w) = ——=5 — e "(4lt] +4) = (1 + [t])e
(1+w?) 4
(17)

samina som ovall.




5) Losning

Z-transformen av den givna ODE leder till

S —S8T
(Y (s) = sy(0) = ¢/ (0)] + 2[sY(s) —y(0)] +2Y (5) = 5 +e 2 (18)
Insdttning av begynnelsevirden ger
(2425 +2)Y(s) = ((s + 1)2 + DY (s) = ——— + /2 (19)
s2+1
Alltsa s
Y(s) = ° +— (20)

(24+1D)((s+1)2+1) (s+1)2+1
och nu ger partialbraksuppdelning

1] s N 2 s+1 3 N e=sm/2
S5 s24+1 0 241 (s+1241 (s+1)2+1]  (s+1)2+1

dar BETA, resp FS(rosa), leder till svaret

y = 1[cost+2sint —e ' cost — e~ sint] + Ut — 7 /2)e” /D sin(t — 7/2)

Losning tilly” + 2y + 2y = cos(t) +5(t - /2), y(0) = 0, y'(0) = 0

-0.5
0

6) Losning

a) FS(rosa)[sid9(4.19)| ger oss

v (t) = sinc(600t) —- vl(f)zﬁrect (%) (22)
va(t) = sinc(1000t) —» Vz(f)zloloorect <Wi)o> (23)

Vi konstaterar att X har nu bandbredden Bx = 800 Hz, som innebir att vi
i detta fall har f; ., = 1600 Hz vilket ar storre dn det givna f, = 1000 Hz.
Slutsats: Vi har aliasing, 6verlappning, innebarande att vi inte kan rekonstru-
era z(t) exakt!
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Figur 4: Vi(f), Va(f)
X(f) = Vi(f) * Vof)
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Figur 5: X(f)

b) Hér géller det att studera Fourier-transformen av den samplade signalen:

o0

Y= S X(fonf) =100 S X(f-n10%)  (24)

n=—oo n=—oo

Nedanstaende Figur 6 visar de intressanta bidragen for n = 0 och £ 1 till
X(f) ndmligen

X(f)=10°(--+ X(f+10H) + X(f) + X(f —10) +...) (25)

och visas som streckade, n = 0, resp punktade, n = +1, linjerna:

X,(f) =10% > X(f — n1000)

n—=-—oo

Figur 6: X,(f)och X;ex(f)

¢) Som syns blir den samplade signalen X(f) = 1, lika med den feta rita linjen.
Eftersom vi vet att

Xrek(f) = Hrek(f) ' Xs(f) = T'rect <%) 1= 10_3 rect <Wf(‘)0> (26)

ser vi att den skuggade arean i Figur 6 dr svaret till problemet c).




