SF1635, Signaler och system I

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2016-01-07

1) Losning

For cosx # 0 far vi standardformen

,  sinxz
Y+

Y = COST
cos T

Detta leder till den integrerande faktorn

som i sin tur ger sambandet
(py) =pcosz=1=py=a+C)
Den allménna l6sningen blir nu
y=(x+Cy)cosz

Begynnelsevillkoret y(0) = 1 resulterar da i svaret

y(z) = (x+1)cosz

Obs: cosz = 0,2 = (2n + 1) tillfér inget nytt, se Figur 1.

Lésningskurvan ser ut som foljer

y(x)=(x+1)cos x
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—2pi -pi 0 pi 2pi

Figur 1: y(z) = (z + 1) cos(x)




2) Losning

a)

For att visa att y;(t) = t och y»(t) = t? dr 2 l6sningar sétter vi in dessa i DE,
inga problem, OK?

For att visa att de ar dessutom oberoende av varandra anvénder vi Wronski-
determinanten:

Y1 Y2

=t>4£0fort>0 5
Yy Vs 7 (5)

W[yh yQ] =

|t
T2t

alltsi ar {t,t*} en fundamentalméngd, vsv.

Detta problem loser vi mha Variation av parametrar och borjar med att
skriva DE pa standardformen

2 2
P Zy 4+ y=4, t>0 6
vy Gy =4, (6)

Dérefter ansitter vi
yp = ur (D)t + ua(t)1* (7)
och deriverar y, tva ganger och sétter in i ODE'n. Enligt Z&C sid 158 far
man da
Yy + youhy = tul +t2uh, = 0 (8)
viuy + ypuy = luy + 2tuy = f(t) =4 (9)

Detta system loser man t ex m h a Cramer’s regel och vi kan uttrycka systemets
l6sningarna m h a determinanterna

R I B 0]
W_’1 Qt—ta Wl—‘f(t) 2t__tf(t>7 W2—1 f(t) _tf(t)
(10)
och erhaller - 2 4(1) W £
1 t t 2 tf(t
u’lzwz—w ochu’QZW:W (11)
Med insatt f(t) = 4, leder oss dessa samband snabbt till
At? At 4
u’lz—t—2:—4ochu'2:t—2:¥ (12)
En integration av resp samband i ekv(12) resulterar i
up = —4t + Cy och ug = 4Int + Cy (13)

dar integrationskonstanterna C7, Cy ar ointressanta i sammanhanget.

Svaret blir harmed

yp(t) = —4t* + 4t Int




3) Losning

Egenvirden fas mh a sambanden:

det (A — M) =(A-12=0

3—A —4
1 —1-A

som ger de dubbla egenvirdena A\; = Ay = 1 som i sin tur leder till de associ-
erade egenvektorerna vy, vy:

Vi vet att 2 linjért oberoende l6sningar kommer att ha formen
X1 (t) = e)‘tvl, XQ(t) - e)\t[t v+ VQ] (14)

sa vi borjar som vanligt med att bestamma v,

A=1 = {311 :;1] {zij —0=> v, = m (15)

Vektorn vy bestdmmer vi mh a ansatsen

women e

V22

som leder till vy; — 2vy = 1 och véljer t ex voy = 0 och erhaller v, = [é] :

Sammantaget erhaller vi nu de efterfragade l6sningarna

X, () = ¢ m och X(t) = ¢ [t m + [é” _ ¢ [Qtt“] (17)

Héarmed blir den allménna 16sningen

X(t) = Xy (1) + :Xo(t) = cref E} + coe! {Zt + 1}

t

Inséittning av de givna begynnelsevillkoren z1(0) = 1, x9(0) = 1 ger snabbt

m - m e H —a=Leo=-1 (18)

och vi far svaret, se ekv(17)

X(1) = ¢ m o {275;1] _ o {+11_—t2t}




Uppgift 3: 160107, X' = 3*x-4*y, y’' = x-y

Figur 2: o) = 3x; — 4xe, 7)), = 11 — X9

4) Losning

Problemstéllningen adr upplagd for att anvinda Parsevals relation, se rosa/lila for-
melsamlingen sid8(4.15)

/ﬂ%%%z/Xme# (19)

dar y*, Y* betyder konjugering av storheterna. Om vi viljer ¢™sinc(t) = z(t) och

T e = y(t) sa far vi igen mh a rosa/lila formelsamlingen sid8,sid9
7r

X(f) =rect(f — 1) och Y*(f) =Y (f) = 1 eVl som resulterar i

I = /X(f)Y*(f)df: /rect <f—%) %e‘ﬂdf (20)
1

— %/e‘fdf: %(1 —e 1)~ 0.32 (21)
0

Detta leder oss nu till svaret

[= [ <8CO gy 1) —e1) ~ 0.32

14+4m2¢2

—0o0




5) Losning

Z-transformering av den givna ODE leder till

Y (5) — s9(0) —(0) + ¥ (5) +9(0) 4 2 V(s) = (1= ™) (22

Insittning av begynnelsevirden ger efter hyfsning

1 _ e—?TS

(s +s+5/4)Y(s) — s = — (23)
Alltsa blir
s 1—e™
Y = 24
(s) s2+3+5/4+s(52+3+5/4) (24)
(s+1/2) —1/2 1—e ™ 25)
(s+1/2)2+1  s((s+1/2)2+1)
Nu ger BETA och rosa formelsamling
(s+1/2) 22t _up
—_— 2
G127+ — e “cost (26)
12 e 1,
S A - f 2
GrL2r el — —5e Usin (27)
F(s) = L 2 12 (cost+ 1 sint | = f(t)  (28)
s((s+1/2)2+1) 2
o t—m), t>m
e " F(s) z, { H ) (29)
0, t <.

Inséttning av dessa samband i ekv(25) resulterar i svaret

y(t) = [e7"/? (cost — Lsint) + f(t)| U(t) — f(t — m)U(t — )

6) Losning

Losningsgangen ar uppenbar den att forst bestdms den generaliserade 2:a derivatan
av g(t). Dérefter berdknar vi fourierkoefficienterna for g(¢) och i sista steget ansétter
vi en fourierserie for x(t) som ar anpassad till just ¢g(¢) enl b). Detta ger oss alltsa
slutligen svaret till c).

a) Enligt text géller

2 1
g(t) = % (tz—g) ] <1 och g(t) =g(t+2) for —oco <t <oo. (30)
och derivatorna blir
2
gt = To <1 @1
" 7T2 t 2
g'(t) = Srect| g ) -7 (0(t—1)+0(t+1)) (32)



9(t) = (P-1/3)pi%/4, t| < 1, g(t+2) = g (1)

/6

g'(t) = tpi?/2, [ti< 1, g'(t+2) = g'(t)

2
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Figur 3: g(t),4'(t), 9" ()

Ide’n &r nu att anvinda sambandet ekv(32) efter att ha deriverad en ansatt
2-periodisk fourierserie for g(t).
Eftersom ¢(t) &r en jimn funktion ansitter vi

g(t) = % + ;an cosnwot, wo = 5 =T (33)

dar

2 2 1
a, = 5/% <t2 — §> cosnrt dt (35)

-1

Vi skall dock inte anviinda integralen i ekv(35) utan deriverar HL resp VL i
ekv(33) och erhaller

2 o
T :
Jgit) = 715 = ;(—anmr) sinnwt, |t <1 (36)
" 7T2 t 2
g't) = 7rect 5) 7 (0(t—1)+0d(t+1)) (37)
= —an(nm)?* cosnmt = Z d,, cosnrt (38)
n=1 n=1



Nu ser vi, se ekv(38), att

1+
2
dy = —ap(nm)? =3 / % cosnmt dt + / m28(t — 1) cosnrt dt  (39)
1—
= 0—7?cosnm = —m2(—1)" = a, = (=1)" (40)
Hérmed blir delsvaret | g(t) = Z (_712 cos nmt
n=1
. g(t) = (P-1/3)pi%/4, |t < 1, 9(t+2) = ()
sl /6
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Figur 4: g(t), gn(t), N =5,N =20
¢) Nu ansitter vi f6r VL i den givha ODE
x(t) = Ao + iA cos nmt (41)
2 n bl

n=1

deriverar 2 ganger under summatecknet, sitter in i den givna ODE i texten,
z"(t) + x(t) = g(t), och erhaller pa det viset

Zl —A,(nm) cosmrt+—+zlA cosnmt = Zl p cosnmt  (42)

A
Forst konstaterar vi att 70 = 0, sedan att sambandet(42) skall gélla for vilket



n och vilket ¢ som helst, alltsa kan vi ta bort summatecknen och dérefter ocksa
cosnrt. Aterstar

(43)

a(t)
o =

g5(t)
o =

X5 part (t)
o
o N

XZO part(t)
o
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Figur 5: g(t)v.gN(t)a :L‘N,part<t>7 N=5N=20




