SF1635, Signaler och system 1

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2016-12-19

1) Problemet 16ses mha integrerande faktorn p(z), men da méste DE'n skrivas forst

pa standardformen
, 3 eQw
y+ o ey (1)

efter division med 2. Inga problem: x > 0 p ga begynnelsevillkoret! D4 blir
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Detta leder till
x3621 o
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Integration, eller BETA, ger
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som resulterar i den allmanna l6sningen
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Insattning av begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger 0 = (2 — 4) e+ C alltsa C = _ez

och slutsvaret blir

Det storsta intervall som innehéller x = 1 4r x > 0.

2)

a) Vi skall studera

2
F(w) =3[t?z(t)] = j2di2X(w) med x(t) = e U(1) (5)
Tabellslagning ger snabbt X (w) = T — X" (w) = (1_‘__;0)3

samt inséttning i ekv(5) och hyfsning ger svaret




b) For att bestdmma I anvinder vi oss av Parseval’s relation
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som i vart problem blir
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Tidsintegralen i ekv(8) slar vi upp i BETA, eller observera att denna integral

dr Z-transformen av t* for s = 2, hursomhelst ger sambanden i ekv(8):
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som ger svaret
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Sammanfattningsvis far vi [ =

a) Egenvirden fas mha sambanden:

—A 1
N

-1 =)\
som ger egenvardena A\ = +i2, Ay = —i som i sin tur leder till egenvektorerna

Vi, Vao!

—1 1 V11 . 1
-1 =2 |v12 )

som direkt ger vy = v} som faktiskt ar ointressant i ssammanhanget.

Detta ger oss forst l6sningen for X (¢), som i sin tur leder till den homogena
l6sningen for X (t) ty

X(t) = c1 Re{X1(t)} + co Im{X; (¢)} 9)

Vi studerar X, (t) = vy e och far

1] . 1 0
Xi(t) = [] et = {[0] +1 L]}(cost—l—isint) (10)
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cost |sint
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Detta resulterar i den homogena 16sningen, se ekv(9)
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b) For att fa en partikular 16sning ansétter vi

Insattning i den givna DE ger direkt

wo=0= Ly o[}

som leder till a =0, b= —1 mao

x,0-| ||

)

¢) Sammanfattningsvis har vi hiarmed fatt den allménna lésningen
sint n 0

? lcost -1

och med begynnelsevektorn X(0) = [(1)] far vi da

x@=m:ﬁm+@m+“J

med losningarna ¢; = ¢y = 1.

cost
—sint

X(0) = |

Det slutgiltiga svaret blir nu

sint + cost
—sint +cost — 1

X(t) = [

d) som vi kan anvéinda till att skissa fasportréttet:
3T

Hint: Pricka in X(t) for ¢t = 0, g, T

Uppgift: 201612(3), X' =y+1,y = -X
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Figur 1: 2’ =y + 1,y = —x
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Man kan ocksa anvéinda fasplans metoden, se Z&C, sid 385:

/
d _
v_dy_ (14
¥ dr y+1
som ar en separabel DE med l6sningen
1-C=2"+(y+1)> (15)

mao en cirkel med centrum i (0, —1) och radie v'1 — C.

1)

a) For att visa att y;(x) = x och yo(z) = xe” &r 2 losningar satter vi in dessa i

DE, inga problem, OK?
For att visa att de ar dessutom oberoende av varandra anvander vi Wronski-
determinanten:

T ze®

1 (14+x)e”

Wiy, yo| = now =2 # 0 for v > 0 (16)
o Y

alltsa bildar x, xe” en fundamentalméangd, vsv.

Detta problem loser vi mha variation av parametrar, se kursboken sid 158,
och borjar med att skriva DE pa standardformen

1 1
y"—;(m+2)y’+;(m+2)y:2x, x>0 (17)
Dérefter ansatter vi

Yp = ur(2)y1(z) + uz(x)y2(x) = uy(v)x + ug(x)xe® (18)

och deriverar y, tva ganger och séitter in i ODEn. Enligt Z&C, 7th ed sid
158, far man da

yu) + yauy =0 = zuj + zeul, =0 (19)
yuy +ysuy = f(r) = 1uf)+ (1+z)e’u, =2z (20)

Detta system loser man tex mha Cramer’s regel och vi kan uttrycka syste-
mets losningarna m h a determinanterna

10 N P R F VN
W1 = |2y (1 +l’)€$ = —2x% y W2 =11 924 = 2x (21)
och erhéller, med W se ekv(16),
W, —2x%e” W, 222
/ / —x
R e och u; = W et 2e (22)
En integration av resp samband i ekv(22) resulterar i
up = —2x +C; och uy = 27"+ s (23)

dar integrationskonstanterna C', Cy ar ointressanta i sammanhanget och sat-
tes lika med noll. Ett forsta resultat blir hdrmed

Ypart(T) = —22% — 21

men pga att —2z dr en losning till det homogena problemet kan vi forenkla
partikulérlosningen till



Ypart(T) = —272

5) f ar en jamn funktion; darfor ar b, = 0 for allan =1,2,....

Vi berdknar {orst

aop 1 7 4x2+ d 4 [2°
— = — — +cosz|dr == — |—
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och sedan

2
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BETA ger oss

‘ x 16(—1)"
B s o s ) == g
0 1
I, = oAb
1, n=1
Alltsa far vi 16 16(—1)"
6 Y
ax 2 (nm)? "

Slutsvaret blir harmed
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6) Z-transformen av den givnha ODE leder till

(s*Y (5) = sy(0) = /(0)) + Y (s) =

Inséttning av begynnelsevirden ger

e—(7r/2)s

S
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(82 + 1Y (s) = =—— + 3o (/2
s
Alltsa 2 .
e_ ™ S Se— ™ S
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och nu ger BETA, resp FS(rosa)
1 _
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_ t—T), 0<T <t
e_TSF(S) <z 1 f( )
0, t<T.

Insdttning av dessa samband i ekv(32) resulterar i svaret

bt

+3 e—(37r/2)s



y(t)—u(t_g) {l—cos<t—72r)]+3L{<t—32ﬁ)sin<t—327r>

—U <t— g) (1—sint) +3U (t— 3;) cost.

eller med styckvis definition

0, 0<t<m/2
y(t) =< 1 —sint, /2 <t < 3m/2;
1 —sint +3cost, 3r/2 <t <d4m.
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