Lite Kommentarer om Gransvarden

P4 foreldsningen (Foreldsning 2 for att vara exakt) s& introducerade vi defi-
nitionen

Definition 1. Vi sdager att f(x) gér mot a dd x gdr mot oindligheten, uttryckt
i symboler som f(x) — a ndr x — oo eller lim,_, f(x) = a, om det for varje
€ > 0 existerar ett C, sd att

|f(z) —a| <e for varje x > C.. (1)

Den hir definitionen &r véldigt abstrakt men ocksa ganska naturlig. Me-
ningen med detta dokument ar att du ska fa en forstaelse for definitionen. Mer
specifikt sa vill jag att:

1. Du ska kunna Definition 1 och 2 utantill.

2. Du ska inse att definitionen sammanfaller med var intuition och ar darfor
naturlig.

3. Du ska kunna anvénda definitionerna for att berdkna grinsvirden.

Lat oss borja med ett exempel for att se att Definitionen 1 dr naturlig.

Exempel: En fysiker har en teori som sdger att universums temperatur
kommer, att med tiden, gid mot noll Kelvin. Termodynamikens tredje lag siger
att temperaturen aldrig aldrig kan bli noll Kelvin sa vi far anta att fysikern
menar att universums temperatur gar mot noll da tiden gar mot odndligheten
(fér temperaturen blir ju aldrig noll f6r en given tid). Men vad kan han mena
med detta? Hur skulle vi intuitivt tolka ett sddant pastadende matematiskt?

Om temperaturen gar till noll sa verkar det rimligt att det finns en tidpunkt,
lat oss kalla den tidpunkten for Tsp6.15 s& att temperaturen kommer att vara
mindre dn 506.15K efter den tidpunkten. Det &r ndmligen sa att papper sjélvan-
tdnder vid 506.15K och om det s& om ingen sadan tidpunkt existerade sa skulle
det finnas godtyckligt stora tider da papper sjdlvantdnder. Det verkar rimligt
att om temperaturen gar mot noll si kan det inte vara sa varmt att papper
sjdlvantidnder lite d& och da i all odndlighet.

Men det borde ocksa finnas en tidpunkt, kalla den T373.15, s& att tempera-
turen, 1at oss kalla (den maximala) temperaturen i universum vid tidpunkten ¢
for f(t), ar mindre &n 373.15K for alla tidpunkter efter T373.15. Annars s skulle
ju vatten borja spontankoka (vid atmosfartryck) lite da och da i all odndlighet.
Nagot som vi inte associerar med att temperaturen gar mot noll.

Pa samma sétt sa borde det finnas en tidpunkt 7 da temperaturen dr mindre
an 4K, dvs f(t) < 4, for alla tidpunkter efter 7. Helium kokar nédmligen vid
4K och om helium borjar spontankoka lite da och da for all odndlighet sa kan
vi ju inte sdga att temperaturen gar mot noll.

Men det maste ocksa finnas en tidpunkt Tpo5 sd att f(¢) < 0.95 for alla
t > Ty.95. For om temperaturen skulle ga 6ver 0.95K lite da och da i all oénd-
lighet sa skulle helium smaélta lite da och d& och vi skulle inte kunna séiga att
temperaturen gar till noll.



Det méste och s finnas en tidpunkt Tyo-s s& att f(t) < 1075 for alla ¢t >
Tio-5. Annars skulle Rubidium atomer i en gas ibland boérja spontanrora sig
med en hastighet av 5cm/sekund lite d& och da...

Kort sagt sa maste det, for varje mdjlig temperatur € > 0 finnas en tidpunkt
T. > 0 s& att |f(t)] < e for alla t < T.. Har har vi satt in absolut belopp i
|f ()] < e, for temperaturer behdvs inget absolutbelopp da de alltid ar storre &n
noll métta i Kelvin.

Vi maste halla med om att ovanstaende resonemang &r rimligt. Darfor sa ar
det rimligt att bestimma att temperaturen i universum, f(¢), gar till noll da
tiden, ¢, gar till odndligheten om det for varje € > 0 existerar ett T, > 0 sa att
lf(t)] <edat>T..

Men detta dr inget annat &n definitionen av f(¢) — a da t — oo som defini-
erat i Definition 1 om vi sétter ¢ = 0. Sa var definition uttrycker i matematiska
formler vad vi intuitivt tillskriver uttrycket “temperaturen gar till noll”. Samma
intuition géller naturligtvis fér andra funktioner dn temperaturer.

Om du inte tycker att det ovanstaende &r absolut jatterimligt sa hoppas jag
att du inte tycker att det dr orimligt. For det &r Definition 1 som vi kommer
att anvinda i den hér kursen.

Definition 1 har flera otroligt bra egenskaper som gor att den &r vildigt
anvindbar:

1. For det forsta sa blir vi av med det krangliga co. Med det menar jag att
den ekvationen vi kommer att anvinda i vara berdkningar adr (1) dér oo
inte ingar. S& vi behover aldrig anvénda oo i nagra berékningar vilket &r
nodvéndigt eftersom vi inte riktigt kan tillskriva nagot vérde till 22, 0- oo
etc.

2. Under forsta foreldsningen sa diskuterade vi absolutbelopp och olikheter.
Forhoppningsvis s& har ni rdknat lite pa dessa sjilva. Det gor att vi kan
gora de relevanta berdkningarna som dr nodvindiga i (1).

3. Dessutom sa Gverensstdmmer definitionen med var intuition vilket gor att
vi kan anvinda intuitionen nar vi ténker pa grinsviarden. Nér vi goér bevis
s& maste vi anviinda formlerna och berdkningar. Men i manga fall s kan
vi gissa svaren vilket forenklar berdkningarna avsevirt.

4. Slutgiltigen sa &r det virt att papeka att trots att definitionen anvinder
det lite hogtravande och mycket abstrakta uttrycket “det existerar ett
C.” sa kommer vi oftast att rikna ut ett C. som funkar. Vi skulle ha
kunnat anvinda uttrycket “om det for varje € > 0 gar att hitta ett C¢ sa
att...”. For i realiteten sa kommer vi berdkna ett C. som har egenskapen
i definitionen. Om vi kan berdkna C. sa existerar det definitivt. Vi véljer
dock att anvinda “existerar” istéllet for “hittar” for i vissa knepiga fall
s& kan man inte beridkna ett C,. utan bara visa att ett maste finnas. Sa
med det mer abstrakta uttrycket “existerar” s kommer definitionen att
inkludera dven de abstrakta fallen.

En viktig aspekt av en bra definition dr att den kan anvdndas for att go-
ra berdkningar. Sa vi maste fraga oss om vi kan anvéinda definitionen for att
beridkna enkla gransvirden.



Exempel 1: Visa att ?12 — 0da x — oo.

Svar: Vi maste visa att det for varje € > 0 existerar ett C, sa att:

5| <e forallaz>C,
x

eller annorlunda uttryckt

x > C, implicerar att ‘ <e. (2)

22

Vi ser direkt att ) .
2
e —< & —=< .
ee-<z N ||
S& om x > 1/4/e sa foljer det att |xl—2| < e. Vi har déarfor visat att det finns ett
C. (vi kan ndmligen vélja C. = 1/4/e) for varje € > 0 sa att (2) haller. Darmed
sd ar beviset klart. O

2

Problem: Om du behdver gora négra egna berdkningar (rekommenderas)
sa visa foljande:

722 4
a) T 5 0daz— oo b) —=—>0daz— oo

2x° NG

Innan vi fortsitter och diskuterar gransvéirden lim, ..o f(x) sa vill jag siga
nagot mer om berdkningar av grénsvirden. Det kanske &r férvanande att hora
att Definitionen 1 &r vald pa ett sitt for att gora berdkningar sa enkla som maj-
ligt. Men om man l&ser definitionen noga sa inser man att vi inte behover hitta
ett speciellt C¢, det racker med vilket C¢ som helst sa att féljande implikation
ar uppfylld

x > C¢ implicerar att |f(z) —a] <e. (3)

Detta gor att vi inte behover berdkna |f(z) — a| exakt vilket ofta leder till
avsevirda forenklingar i vara berdkningar. Ta foljande exempel.

sin(x)

2Tt — 0da z — oo.

Exempel 2: Visa att

Svar: Det som gor det har exemplet besvérligare dn det férra ar att det ar
mycket svarare att hitta de x for vilka

sin(z)
2241

Men vi vet att |sin(z)| < 1 och att x%&-l < 5 (eftersom némnaren #r mindre i

x%) Vi kan darfor gora uppskattningen

sin(z)
x2+1

< (4)

x2

2+ 1

o

Och eftersom

. . 1
x > —— implicerar att |—| <e

Ve a?




sé foljer det att

o 1 . . t sin(x) < 1 <
x > — implicerar a —l<e
Ve P 22+ 1]~ |22
Men detta visar att

> Ly licerar att sin(z) <

x > — implicerar €,
Ve P z2+1

vilket visar att j‘;fl) —0da z — oo. O

Nésta forenkling anvinder ocksa att vi vill hitta ett C¢, vilket som helst,
s att (3) giéller. Antag att det finns ett sddant C.. Da giller det att for varje
C. > C. att
>C.=x>C=|f(z) —a| <e,

dar vi anvande (3) i det sista steget. Detta innebdr att om det finns ett C. sa
att (3) giller sa giller (3) for alla C. > C..

Detta kan anvindas pa foljande sdtt. For att visa att lim,_, . f(x) = a s&
letar vi efter ett C. sa att (3) géller. Men eftersom (3) ocksa giller fér varje
C. > C. sa ir det inget hinder att antaga att C. > 1000 eller C, > 109 eller
vad helst vi 6nskar. Fér om vi kan hitta ett C. > 0 sa att (3) géller sa kan vi
hitta ett annat C. som &r stérre &n 1000 (eller 10!° om vi si vill) sa att (3)
géller for det nya C..

Vi kan alltsa antaga att C¢ ar storre dn vilket tal som helst som vi onskar.
Detta ger oss en ny information att jobba med. Lat oss titta pa ett exempel.

w2+w

o e —1dax — oo.

Exempel 3: Visa att

Svar: Vi vill (enligt Definition 1 med a = 1) visa att det f6r varje ¢ > 0
finns ett C. > 0 sa att

22+

x > C, implicerar att | ———
e b ’xz—m—i-l

—1‘<e.

Efter att skriva x;”ii;il — 1 pa ett brakstrick sa ser vi att det dr samma sak
som
2¢ —1

x > C, implicerar att | ———
¢ P ‘xQ—x—&—l

’ < €.
Intuitivt sa vet vi att 2z borde vara den dominerande termen i téljaren och att
2% borde vara den dominerande termen i hela uttrycket. Vi maste dock hitta
nagot sitt att fora in den intuitionen i vara berdkningar.

Lat oss borja med det svaraste, att anviinda att 2> dominerar nimnaren.
Observera att om x > 2 sa &r %(E2 >z sd om x > 2 sa giller det att

1 1
2 2 2
- 1| > |- 1| > |z2z7|.
| — x4+ 1] ‘2x + ‘ 3¢
Det foljer att om x > 2 sa ar
20 — 1 20 —1 2| |1
22 —x+1 La2 12 T




Vi har alltsa visat att om

4

2z — 1
> 2 s galler | — —1. 5
x sé giller w2—m+1’ . (5)
Sa det réicker att hitta ett C. (Vi kan tex. vilja C. = L) sa att
o 4
x > C, implicerar att |—| <e. (6)
x
For da foljer det direkt att om xz > 2 och x > C. da géller
2 —1 enligt (5) 4
;ﬁ—x—i—l’ < { eftersom z > 2 [ < |z| = @)
enligt (6)
< { eftersom z > C. } < (®)
Vi har saledes bevisat att om z > 2 och z > i sa géller
rre gl
———— — €.
|

Vi kan alltsa vilja C. som vilket tal som helst som uppfyller C. > 2 och C, >
Ce = 1, tag tex Cc = 2+ . Dé giiller det, enligt (7)-(8) att

2
e+ x
z > C, implicerar att | —— — 1| <ee.
¢ 1P 2 —z+1 ‘ ¢
Vi har darmed bevisat att grinsvéirdet géller. O

Problem: Om du behéver gora négra egna berdkningar (rekommenderas)
sa visa foljande:

i % cos(2 ’+3
a) sin(z) + @ COS(i)%Odéx%oo b) L%Odéx—)oo.
x3 +2 xd—x+3
222 2 1
c) L 4daz— oo d) Att a”cos(x) +1 inte konvergerar da z — oco.
122 -z 42

LEDTRAD FOR D): Titta pa “Losningar till vissa tal” vecka 36 for en annan
uppgift dir man visar att nagot inte konvergerar.

Gransvarden nar x — b.

Nésta griansvirde vi ska berdkna &r nir x — b da b € R, dvs b &r inte
odndligheten. Vi ténker lite pa samma sétt som for gransvirden da z — ooc.
Om vi forséker resonera lite intuitivt vad vi skulle mena med att f(x) — a nér
x — b. Sa kanske vi skulle ténka att ju ndrmre x &r punkten b ju nirmre &r
funktionsvérdet f(x) talet a.



Om vi tolkar absolutbeloppet som avstandet sa skulle detta innebidra att
desto mindre |z — b| dr desto mindre &r |f(x) — a|. Detta verkar rimligt (eller
hur?). S& vi kan siga att f(z) — a dd z — b om

|x — b| &r litet s foljer det att |f(x) — a| &r litet. (9)

Matematiskt sa ar detta inte precist nog om vi inte kan specificera vad vi menar
med ‘Jitet”.

Om vi ténker lite pa det s& inser vi &r att vi maste kunna gora |f(z) — a
hur “litet som helst”. Det riicker inte med att |f(z) — a| &r mindre &n sig 145
for 1 s fall skulle vi siga att f(z) = x + ﬁ gar mot 0 da x gar mot noll - men
vi vill definitivt att lim,_,q (ac + ﬁ) = 550 Pa samma satt sa racker det inte
med att |f(z) — a| &r mindre dn 5555 eller 10719, Vi vill helt enkelt kunna géra
|f(z) — a| mindre &n varje positivt tal € genom att vélja |« — b] tillrackligt litet.

Hur litet ska vi vélja |z — b|? Det maste bero pa hur litet vi har valt e. S& om
vi véiljer nagot € > 0 sa ska vi kunna vélja ett §. > 0 sd att om |z —b| < J s& dr
|f(z) —a| < e. Observera att detta séger bara det vi intuitivt tédnker. Dvs att
f(z) = addx— bom f(x) ar tillrdckligt néra a for varje x som &r tillrackligt
néra b. Men det sidger det pa ett vildigt precist sitt som vi kan anvinda for att
utfora berdkningar. S& vi kan forlita oss pa enkla berdkningsregler (for olikheter
och absolutbelopp) for att avgéra om f(z) — a.

Lat oss skriva ner definitionen for f(z) — a dd = — b.

Definition 2. Vi sdger att f(x) — a dd x — b (eller att f(x) gdr mot a nar x
gdr mot b eller att lim,_;, f(x) = a) om det for varje ¢ > 0 existerar ett d. sd
att

|f(z) — a| < € for alla x sd att |z — b < d.

Nar vi har definierat lim,_; f(x) = a pa det hir sattet sa forbinder vi oss
att alltid anvéinda lim,_,;, f(z) = a 1 exakt den betydelsen definitionen anger.

Lat oss berdkna ett exempel for att férsdkra oss om att vi kan rikna med
definitionen.

Exempel 4: Visa att lim,_,; "’”2;3"” =4,

Svar: Vi ska visa att det for varje € > 0 existerar ett § > 0 sa att

z2 + 3z
x

—4‘ < € for alla = s& att |z — 1] < 4. (10)

Har sa har vi substituerat b =1, a = 4 och f(x) = ””2%3”” = 4 i definitionen for
gransvirde.

Observera att vi maste anvinda definitionen trots att vi “vet” att gransvirdet
stdmmer. Senare i kursen, nir vi definierat begreppet kontinuitet, sd kommer
vi att tilldta oss att direkt substituera x = 1 i uttrycket ””2;'3”” och se att
gransvirdet ar 4.

Om vi forkortar med z i det forsta absolutbeloppet i (10) ser vi att ekvation
(10) ar samma sak som

|z — 1| < e for alla x s att |z — 1] < 4.
Men det &r uppenbart att, givet € > 0, sa existerar det ett § > 0 sa att

|z — 1| < e for alla = s& att |z — 1| < 4,



vi kan ju ta 0 = € (och € existerar ju). Vi har ddrmed visat att definitionen ar
uppfylld och darmed att lim, “72%31 =4. O

Problem: Om du behéver gora négra egna berdkningar (rekommenderas)
sa visa foljande:

2 | 62+ 8
a) «2+357diz— -2 b) %->-2dax—>—4.

Det &r lika viktigt att kunna bevisa att ett grinsvéirde inte existerar som att

visa att det existerar. Betrakta foljande exempel.
. . 2 —

Exempel 5: Visa att lim,_,3 “t212 £ 1.

Svar: Vi behover visa att definitionen inte géller. Eftersom definitionen séger
att det for varje e > 0 maste finnas ett § > 0 s att
22+ —12

z—3

1‘ < e for alla z s& att |z — 3] < 6, (11)

sa réacker det med att hitta ett e > 0 sa att inget ¢ som satisfierar (11).

Om vi forkortar "”2Ifg12 = (zfi)_(‘/;+4) =z +4 (for z # 3) s& kan vi gissa att
gransvardet dr 7. S& om z dr ndra 3 sa borde % ~ 7. Eftersom avstandet
fran 1 till 7 &r storre dn 1 s& borde vi kunna hitta en motsigelse fér e = 1. (Héar
resonerar jag intuitivt och detta maste bevisas.)

Vi sitter darfor upp en hypotes att det inte borde finnas nagot § > 0 sa att

2 4+1-12
T+ 3

- 1’ < 1 for alla x s& att |z — 3| < 4. (12)

Om vi kan visa att (12) inte haller for nagot 6 > 0 si har vi bevisat att De-
finition 2 inte géller med f(z) = %, a =1 och b = 3 och saledes att
. 2_
lim,,_,3 mer;Q # 1.

Om vi anvénder ’”21'7212 =z +4 for x # 31 (12) sa far vi

|z + 3| <1 for alla x s att |z — 3| < 4, och = # 3. (13)

Men |z + 3| < 1 & samma sak som —1 < x4+ 3 < 1 det vill sdga —4 < & < —2.
P& samma sétt sa dr | — 3| < 0 samma sak som 3 — § < x < 3 + §. Darfor si
ar (13) &r ekvivalent med

-4 << -2frallazsaatt 3 -6 <xr <3+, ochxz #3. (14)
Vi kan skriva detta som
3—-0<x<3+9, och z # 3 implicetar att —4 < < —2. (15)

Kom ihag att vi vill visa att (15) inte galler for nadgot § > 0. Observera att
for varje § > 0 sd dr x5 = 3+ /2 # 3 (eftersom 6 > 0) och 3 — 40 <z < 3 + 4.
Dessutom sa géller x5 > 0. Sa hur vi &n viljer § > 0 sa finns det ett x5 sa att

1. s 753,



2.3-0<axs <3+,
3. x5 > 0 det vill sdga x5 > —2.

Punkt 1 och 2 betyder att xs satisfierar villkoren i (15) men punkt 3 séger
att slutsatsen inte géller, och detta inte for nagot 6 > 0. Detta bevisar att
lim,_,3 Z J”” 12 £ 1. O

Problem: Visa att lim,_,g Z—22=° _39” 18 £ _9,

Det sista vi ska sdga om berdkning av gransvirden ar att pa samma sétt som
vi, for gransvirden nir x — oo, kunde antaga att C, var stort om det férenklade
berdkningarna sa kan vi antaga att § dr litet nir vi berdknar grinsvirden da
x — b. Detta eftersom om vi vet att om

| — b| < 0 implicerar att |f(z) —a| <e€ (16)
sa kommer, for varje 6 < &, det att galla
|z — b| < 6 implicerar att |f(z) — a| < e. (17)

S& nir vi vill visa att 0 existerar s dr det inget problem att anta att § &r
litet, sig mindre &n 1, 1000 eller 10710, Ofta s kan det underliitta berikningarna
att ha lite extra information om §.

Lat oss berdkna ett sista exempel, det exemplet jag berdknade pa forelés-
ningen.

Exempel 6: Visa att lim,_,; Wl)(iw = —6.

Svar: Som tidigare si maste vi visa att definitionen giller med f(z) =
w, a = —6 och b = 1. Dvs. vi vill visa att det fér varje e > 0 sa

existerar det ett J. s& att

(z—1)(xz—-3)(z+2)
r—1

- (6)‘ < e for alla x sa att |z — 1| < d..

I andra ord sa ska vi visa att om nagon ger oss ett € > 0, vilket tal som helst,
s& kan vi hitta ett § sa att

(z—1)(z—3)(x+2)

|z — 1] < d, implicerar att .
T —

—(—6)| <e.

En forenkling av uttrycket ger, for x # 1,

(z—1)(z —3)(z+2)
z—1

- <—6>' — le(e — 1)) = [ele — 1],

dér vi anvinde lagarna for triangelolikheten i det sista steget.
Vi vill alltsa hitta ett 6. da att

|z — 1| < d¢ implicerar att |z| |z — 1| <. (18)



Problemet dr att |z||xz—1| &r en lite knepig funktion sa vi skulle vilja férenkla
den. Mest for att vi &r lata. Observera att vi skulle kunna anvéinda definitionen
for absolutbeloppet och skriva om

z(x—1) omaz>1
|z|jlx —1|=¢ —z(xr—1) om0<z<l1
z(x—1) omz<O.

Men med den omskrivningen skulle vi behéva 16sa 3 problem.

Istillet sa antar vi att dc < 1/2. Som vi papekade innan exemplet sa kan
vi alltid hitta ett 6. < 1/2 som uppfyller (18) om det finns nagot tal d. som
uppfyller (18). D& vi bara behover hitta ett . s& dr det dérfor inget hinder att
antaga att 6. < 1/2.

Om 0, < 1/2 och |z — 1] < J¢ sa

3
|x\:|x—1+1\§\x—1|+\1|<6e+1§§

dér vi anvéinde triangelolikheten i férsta olikheten. Sa om d. < 1/2 och |z —1| <
S s& kommer |z||z — 1| < 3|z — 1|. Det riicker dérfor att visa att det for varje
€ > 0 sa finns det ett . > 0 s& att

1 3
|z — 1| < ¢ och 6, < 5 implicerar att B |z —1] <. (19)

Detta implicerar ekvation (18) eftersom |z||z—1| < 2|z —1[,shom 2 [z — 1| <€
sd maste |z||z — 1] < e.
Men (19) &r litt att visa. Om vi viljer d. som det minsta av 3¢ och 3, dvs.

dc = min (%, %) < % sa implicerar géller det att

3 2¢

3
— 1] < §¢ impli tt =]z —1 -— .
|z — 1| < J. implicerar a 2|x |<23<e

Vi har dérigenom fér varje € > 0 hittat ett 6. = min (%, §) s att

— 1)z —
wx— 1—(—6)| < e for alla x sa att | — 1] < Je.
42
Beviset dr dirigenom fardigt. O

Problem: Visa féljande:

. (22 —3z—4)(z+2)
a) hmm_>4 e ——— 30
3 2
: 452 —922x—-96 _ _ 56
b) lim,, 12 =255 55— = — 3

En sista kommentar. Det finns naturligtvis andra kombinationer av grians-
varden sasom till exempel lim,_, o, f(z) = a eller lim,_,, f(x) = —oo. Dessa
definieras pa liknande sétt och berdkningarna &r liknande. Sa om vi forstar de
ovanstaende tva fallen av grinsvirden sa kommer det att vara enkelt att forsta
de andra typerna.



