Svar till vissa uppgifter fran forsta veckan.

Svar till kortuppgifter F2:

1. Ja! Foérhoppningsvis s ser man direkt att go f(x) ar ett polynom. Vidare
sa giller det att go f(a) = g(f(«)) = g(8) = 0. Anvénd faktorsatsen!
Forsok att komma ihag bokens satser sa vil att ni ser ndr det dr applicer-
bara.

2. Nej! Hogerledet ér ett polynom men vénsterledet dr inget polynom.

3. Ja! Talet dr bara ( éé?) > vilket ar antalet sitt man kan vilja 62 saker

av 113 utan att bry sig om ordningen.

4. Inga! Det finns inga tal som dr inom 1 enhet fran 3 och inom 3 enheter
fran 100.

5. Av fjarde ordningen och 0.

Svar uppgift 2.1a) i Persson-Bdgjers: Vi ska berdkna gransvirdet

lim —.
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Det forsta vi méste gbra ar att titta pa definitionen av lim,_, f(x). Definitio-
nen talar om exakt vad symbolen lim,_,., betyder och dirigenom exakt vad vi
behdver berdkna.

Definition 1. Vi sdger att f(x) gdr till a ddé x gar till oandligheten, eller i
symboler lim,_, f(x) = a, om det for varje € > 0 existerar ett C. > 0 sd att

|f(x) —a| < € for varje x > C-..

Vi maste alltsa hitta det tal a sa att vi, for varje € > 0, kan hitta ett C. > 0
sd att

< € for varje x > C,

1
3
d&r vi har stoppat in var funktion f(x) = I% i uttrycket i definitionen.
Intuitivt sa verkar det rimligt att w% — 0 da x — oo. Vi gissar dérfor
att a = 0, dvs. limg_ f(z) = 0. For att forsikra oss, eller bevisa, att
lim, o f(z) = 0 s& maste vi uppfylla de kriterier som definitionen anger.
Vi maste darfor bevisa att det for varje e > 0 existerar ett C, sa att

1 1

5 < e for varje x > C.. (1)
x

Detta &r vildigt abstrakt. Men som tur &r sa har vi precis diskuterat

olikheter. Observera att )
2
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hiir anviinder vi att € > 0 och att 22 > 0 da z # 0 (om vi hade ett ¢ < 0 s&
skulle olikhetstecknet vara &t andra hallet).

Vidare s& géller det att L < 22 om ﬁ < z (eller ﬁ < —x).

Vi har darfor visat att for varje € > 0 sa ar

2

1
< € for varje x > 7 (2)

Vi ville visa att det existerar ett C. > 0 s att

3 < € for varje x > C..

Ekvation (2) siger att ett sddant tal C. existerar, namligen talet ﬁ Vi har
dérigenom visat att for varje € > 0 si existerar ett tal si att (1) haller. Sa
definitionen haller f6r ¢ = 0. Vi har dérmed bevisat att

lim — =0.
r—00 12



Svar uppgift 2.1e) i Persson-Bjers: Vi ska berékna lim,_, sin(z).

Om vi tittar pa grafen av sin(z) sa ser vi att den oscillerar mellan —1 och 1.
Intuitivt s& har dérfor inte sin(z) nagot gransvirde da x — oo. Lat oss forsoka
bevisa att grinsvirdet inte existerar.

Vi kommer att bevisa detta genom ett motsidgelseargument. Motségelsear-
gument &r en kraftfull teknik inom matematiken. Iden &r att antaga motsatsen
till det man vill bevisa och sedan anvinda det antagandet till att hirleda en
motségelse. Eftersom vi inte tror att matematiken har nagra motsigelser sa kan
vi dra slutsatsen att vart antagande var falskt. Anledningen till att motsigelse
argument dr si kraftfulla dr att vi far ett extra antagande att arbeta med.

Lat oss da, i hopp om att kunna hérleda en motségelse, antaga att det
existerar ett tal a € R sa att

IILII;O sin(x) = a. (3)

Observera att vi sdger inte vad a dr. Om vi skulle specificera a = 0 och sen
hérleda en motségelse sa skulle vi bara kunna dra slutsatsen att grénsvirdet inte
var noll. Eftersom vi vill visa att sin(x) inte har nigot gransvérde s& specificerar
vi inte a.

Enligt definitionen for grinsvirden sa betyder (3) att det for varje e > 0
existerar ett C. > 0 sa att

|sin(z) — a| < e for varje x > C..

Vi kan da specifikt, genom att vélja € = 1/2, séga att det existerar ett C /o
s& att

1
[sin(z) — a] < 3 for varje x > C /5. (4)

“Var kom detta ifran?” kan man undra? Hur ska man kunna lista ut att det
hér ar ritt vig att ga? Men tédnker vi lite pa vad vi gor sa dr det hér steget helt
naturligt. Vi antar att sin(xz) — a i hopp om att hitta en motségelse. Da vi gor
det antagandet s maste vi anvianda det och det enda sittet att anvinda det
ar att ga till definitionen och ekvation (4) &r ju bara definitionen med e = 1/2.
Att vi viljer just det virdet pa e ar lite godtyckligt. Men da sin(z) oscillerar
fran —1 till 1 sa &r det ganska rimligt att vi borde kunna fa en motsigelse med
e=1/2.

Vi kan ocksa vilja k € N sa stort att 2mk > C;/, (detta anses inte vara
uppenbart utan kallas “den Archimediska egenskapen” for de reella talen efter
matematikern Archimedes). Da giller

sin (27rk + g) — sin (27Tk + 3;) ‘ =

(sin (27k + g) —a) - (sin (27rk; + 3;) - a)

dér vi har adderat och subtraherar a i sista uttrycket. Vi kan nu anvinda
triangelolikheten f6r absolutbeloppet och dra slutsatsen att

(s (2mt )~ ) = (sin (204 ) =)< )

sin (27Tk + 3;) —al. (6)

2=1-(-1)| =

)

9 —

<

sin (27rk + g) - a’ +




Eftersom 27k > C /o sd maste bade 27k + 5 > Cy /o och 27k + 37” > Oz
gilla. Vi kan darfor anvinda (4) och dra slutsatsen att

7r 1
s1n(7r +2 a<2

och

3T 1
in ( 2nk 4+ — | — —.
51n(7r+2) a‘<2

Om vi anvénder de tva sista uttrycken i (5)-(6) sa kan vi dra slutsatsen
3
sin (27rk + ;) —a

Men att 2 < 1 &r uppenbarligen absurt och vi kan dra slutsatsen att nagot av
vara antaganden &r felaktigt.

Vi har bara anvént enkla berdkningar, triangelolikheten (vilken vi har be-
visat) och antagandet att lim,_, . sin(z) = a. Det enda som kan vara fel dr vart
antagande lim,_, . sin(x) = a.

Vi kan dérfor dra slutsatsen att det inte finns nagot a sa att lim,_, o sin(z) =
a. Grénsvirde saknas.

Funktionen har inget gransvirde da x — oo.
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Svar uppgift 2.1f) i Persson-Bojers: Fran grafen si kan vi gissa att
lim, o f(z) = 1. Detta eftersom

1 for x >0
f(z) = { odefinierad forz =20
-1 for x > 0.

Vi hévdar att vi kan vélja C. = 0 (dvs. C. existerar) for varje e > 0. Detta
eftersom for varje x > C. = 0 sa géller

[f(z)—1=1-1=0<e

Vi har dérmed, enligt definitionen, visat att ett C. (ndmligen C. = 0 och
nollan existerar) existerar for varje € > 0 s& att

|f(z) — 1] < € for varje z > C..

Dérmed sa har vi bevisat att lim, o f(z) = 1.
Svar: lim,_, f(z) = 1.

Kommentarer: Dessa uppgifter kan tyckas vara ganska onddiga. Speciellt
eftersom varje svar borjar med att vi “intuitivt” gissar svaret. Varfor inte ndja
sig med intuitionen?

Det finns flera svar pa den fragan. Det enklaste svaret dr att det inte alls
ar uppenbart att lim,_,q sin(@) _ 1, nagot som vi kommer att se redan nista
vecka. Och ju langre vi studerar matematik ju mer “icke intuitiva” gransvirden
kommer vi att stéta pa.

Det viktigaste med ovanstdende berdkningar &r att vi kan overge intuitionen

i matematiken och istéllet forlita oss pa matematisk formalism. Vi kan binda var



intuitiva forstaelse av matematiken med matematiska formler. Och med hjilp
av formalismen sa kan vi ga odndligt mycket ldngre. Tex. sa kan vi berdkna
gransvirden for odndligdimensionella vektorrum (men inte i den &r kursen).
Vad som &r intressant &r hur val definitionen 6verensstdmmer med intuitio-
nen fér enkla berdkningar.
Om du inte forstar ovanstaende berdkningar sa gor ett till forsék. Men var
inte orolig, vi kommer att diskutera det har igen under kursens gang.

Svar pa Bevisuppgiften vecka 36: Vi ska bevisa foljande sats:

Sats 1. Lit f(z) = 2" + an_12" 1 + ... + a1 + ag vara ett polynom av grad n.
Da har f(z) =0 som mest n olika losningar.

Bevis: Iden som direkt dyker upp dr att anvinda ett motsigelseargument
precis som i uppgift 2.1e). Vi antar dirfor motsatsen till det vi ska bevisa:

Antagande i hopp om att fi en motsigelse: Vi antar att f(x) dr ett
polynom av grad n som har minst n+1 olika I6sningar. Det vill sdga att det finns
n+ 1 olika tal a1, a9, as, ..., 11 S8 att f(ag) =0 for alla k=1,2,3,...,n+ 1.

Om vi kan visa att ovanstiende antagande leder till en motségelse sa kan
vi dra slutsatsen att det inte finns nagot polynom av grad n som har fler &n n
olika rotter.

Vi har antagit att f &r ett polynom och att f(ca;) = 0. Dérmed s &r de
antaganden som gors i faktorsatsen uppfyllda och vi kan dra slutsatsen att det
finns ett polynom ¢ sa att

f(@) = (z —a)q(x). (7)

Enligt antagande si géller det att f(as) = 0 si vi kan substituera * = s i
ekvation (7) dra slutsatsen att

0= f(az) = (a2 — a1)qi(az2). (8)

Eftersom rétterna ar olika s géller a; # o vilket &r samma sak som ag—ay # 0.
Vi kan dérfor dela alla led i (8) med a2 — ;1 och dra slutsatsen att

0= q1 (042). (9)

Sa ¢1(x) ar ett polynom och ¢;(c2) = 0. Vi kan d&rfoér anviinda faktorsatsen
igen och dra slutsatsen att det finns ett polynom g» sa att

q1(7) = (z — a2)qz(z).

Sétter vi in det i (7) s& far vi

f(z) = (z — a1) (v — a2)g2(x).

Borjar vi forsta principen?
Vi fortsdtter med ett induktionsliknande argument antar att vi har bevisat
att for £ < n + 1 s& det finns ett polynom g (x) sa att

f(@) = (2 = a1)(z = ag) - (z — ar)gx(2). (10)



Av att f(agy1) = 0 sa foljer det att

0= flar+1) = (ar+1 — on) (g1 — az) -+ (g1 — ) g (). (11)

Eftersom agi1 # aq, Qgr1 # Qo,...; Qpr1 # o sé kan vi dela (11) med (agy1 —
a1)(age1 — ag) -+ (age1 — ag) # 0 och dra slutsatsen att

0 = qr(ant1)- (12)

Vi kan dérfor anviinda faktorsatsen och dra slutsatsen att det existerar ett poly-
nom gi41 sa att

ak(z) = (T — akt1)qr+1(2).

Satter vi in det i (10) s kan vi dra slutsatsen att

f(@) = (z —a1)(z —az) - (z — ags1)qr41().

Da detta ar sant for alla &k < n+ 1 s& kan vi via induktion dra slutsatsen att
det finns ett polynom ¢, sa att

f(@) = (z — ar)(z — ag) -+ (z = anp1)gnta (2)- (13)

Det enda antagandet som vi inte har anvint &r att f dr av grad n. Det ar
darfor rimligt att forsoka anvinda det antagandet for att hirleda en motséagelse
(observera att sjélva formuleringen av Satsen hir ger en liten ledtrad om hur
det ska bevisas).

Vénsterledet i ekvation (13) &ar alltsd ett polynom av grad m. Men om vi
multiplicerar ihop parenteserna (z — ay)(z — a2) - (@ — @p41) s& far vi ett
polynom av grad n+1. Vi vet ocksa att g, dr ett polynom s grad(g,+1) > 0.
Sa om vi multiplicerar ihop alla termer i hégerledet sa far vi ett polynom av en
grad som &r minst n + 1. Men ett polynom av grad n (vansterledet) kan inte
vara lika med ett polynom av grad storre &n n (hogerledet). Sa ekvation (13)
ar en motsigelse. Satsen dr darigenom bevisad. O



