Svar till vissa uppgifter fran den tionde veckan,
dvs vecka 47.

1 (Svar till kortfragor infor F21):

i) Om f(z) &r en kontinuerlig funktion pa R sa att f(z) < 10 kommer da
fiz f(z)dz <307 Kommer fiz 2 (x)dx < 3007

Svar: fiQ f(z)dxr < 30 eftersom ij f(x)dr < f712 10dz < 30. Det andra
pastaendet dr inte sant. (Motexempel f = —100 < 10.)

ii) Om f(z) &r en kontinuerlig funktion pa ]0, ool sa att | f(z)| < |x|* for alla
z > 0. Fér vilka viirden pa a > 0 och o kommer [ |f(z)|>dz garanterat att
vara konvergent?

Svar: Om a > 0 si konvergerar integralen fér a < —1/2. Om a = 0 sa &r
integralen divergent for alla «.

iii) Ar sats 11 pa sidan 316 sats sann utan antagandet f > 07

Svar: Nej (Tex om f(z) = —1 sd &ir f < g=0och [;° g(z) &ir konvergent
men [° f(x)dx &r divergent.)

iv) Svar? Lat f(z) vara integrerbar pa [—1,1] och f(0) = 0. Ar den gener-
aliserade integralen f_ll @dm konvergent om f(x) dr begrinsad? Kontinuerlig
om x #0

kontinuerlig?)? Deriverbar?
om x =

1
(Leprrap: Ar f(2) :{ T

Svar: Divergent i allmédnhet om f &r begransad eller kontinuerlig (exemplet
i ledtraden &r kontinuerlig.). Men om f &r deriverbar sa kommer f(z)/x att
vara begransad sa integralen blir konvergent.

v) Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [0, 1] och att den generaliserade inte-
gralen fol @dm konvergerar. Kommer da fol de att konvergera?

Svar: Ja!
2 (Svar till kortfragor infor F22):

vi) Vi vet att 1 — |z| inte &r primitiv funktion till ndgon funktion definierad
pa [—1,1] (eftersom derivatan av 1 — |z| inte &r definierad i © = 0). Men finns
det nagon funktion f(z) s& att 1 — |z| = [* f(¢)dt? Reflektera!

Svar: Ja det finns en sadan funktion. Reflektionen &r att integralen &r mer
generell dn primitiva funktionen. Detta leder till mojligheten att definiera ett
mer generellt derivatabegrepp. Men det &r nagot som vi maste ldmna till en
annan kurs.

vii) Vilken kurva i planet ar (sin(t), cos(t)) for ¢ € [0,2n[? Vilken kurva &r
(2sin(t), 3cos(t)) for ¢ € [0, 2x[? Vilken kurva &r (sin(¢), cos(t)) for ¢ € [0, 4w [?

Svar: Forsta kurvan ger en cirkel i planet, den andra en ellips och den tredje
ger en cirkel genomlopt tva varv.

viii) Rotationsvolymen som fas nir omradet mellan grafen av den kontin-
uerliga funktionen f(z), a <z < b roteras kring x—axeln ar noll. Vad ar f(x)?

Svar: 0 (Rotationsvolymen &r f: 7 f%(z)dx vilken &r lika med noll endast
om f(z) =0 (hir anvinder vi kontinuitet) eller a = b)



ix) Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en deriverbar funk-
tion f(z) pa [0, 00 s& att kroppens yta dr odndlig men dess volym dndlig?

Svar: Ja (tex f(z) = H_%)

x) Finns det nagon rotationssymmetrisk kropp given av en begrinsad och
deriverbar funktion f(x) pa [0,o0[ s att kroppens volym &r odndlig men dess
yta dndlig?

LEDTRAD: Eftersom f'(x)? > 0 sa kommer /1 + f'(z)% > 1.

Svar: Nej

7: Bevisuppgift 1 (Ho6lders olikhet): Bevisa Holders olikhet. Dvs om
f(z) och g(z) ar kontinuerliga pa [0, 1] s&

1/2

/ 11 fr < ([ 11 rpa) ([ 11 slais)

Anvand gérna foljande steg:

1. Visa att f_ll f(@)g(z)de < & (f_ll f(x)%dx + f_llg(;v)2dac).

LEDTRAD: Kan du visa olikheten utan integraltecknen?

1/2

2. Bevisa att om f_ll f(x)?dx = 1 och f_ll g(z)?dz = 1 sd kommer f_ll f(x)g(x)dx

1.
LEDTRAD: Féregiende steg.

1 1/2 o
3. Beteckna ||f||L2(71,1) = (.];1 f(l')QdI> och lat f(a:) = Mf(m)
samt g(x) = Wg(x). Kan man anviinda foregaende steg pa f och
—1,1
G? Vad betyder det for f och g?

Bevis:

1. For alla z si giiller 0 < (f(z) — g(2))* = f2(z) — 2 (2)g(z) + g2(x) sa, for
alla z, f(x)g(z) < §f2(x) + 39°(x). S&

/ 11 F@)g(x)dr < ( / 11 fwrds+ [ 11 g(x)de>

enligt Sats 5 p. 302 i Persson-Boiers.
2. Detta &r en direkt konsekvens av foregaende steg.

3. Vi berdknar

o L f@) )2 L '
2(2)dx = | dT = o 2(x)dx =
/_1f (z)dz /_1 (||f||L2(—1,1) z T /_1f (z)dr =1,

dar vi anvinde att || f[[72_, ;) = fil f(x)?da.

P& samma satt si ir fil G%(x)dx = 1. Sa enligt foregiende steg s r

1
[ @iy <1



men detta ir samma sak, eftersom f(z) = Wf(x) samt g(z) =
L<(—1,1

1
g\ som
Tl oy (@)

! / f(@)g(x)da < 1

Hf||L2(—1,1)H9HL2(—1,1) -1

eller

1 1
[ s@ts <10l = ( / f(a:>2dx)
—1 —1

vilket var det vi skulle bevisa.

Kommentar: Mycket av det vi gor i Diff-Inten &r mojligt att generalisera.
Hir sa luktar vi lite pa en generalisering till av analysen till funktioner. Detta
ingar inte riktigt i kursen men det kan vara bra att se vad som kommer senare.
Notationen || f(z)||12(1,1) kallas L?—normen (“Ell tva normen”) av f(z). Det &r
ett sdtt att méta avstand mellan funktioner. Intuitivt s& &r funktionen f(z) &r

. 1 vz
nira g(z) om | f(x) —g(x)|r2(=1,1) = (ffl(f(as) — g(x))z) ir liten. Med den
intuitionen si kan vi definiera grinsvirden av sekvenser av funktioner. Tex s
skulle vi kunna séga att sekvensen av funktioner fi(x), fa(x), f3(z), ..., fx(z), ...
konvergerar mot funktionen f(z) om det fér varje e > 0 existerar ett N > 0 sa
att
I fu(x) = f(@)|l2(=1,1) <€ for alla k > N.

Detta dr samma definition som vi dr vana vid men nu pratar vi om funktioner
som konvergerar och inte tal.

Manga av de satser som vi bevisar gar att bevisa dven for sekvenser av
funktioner men vi ska inte diskutera dessa problem nu. Vi ldmnar det till en
senare kurs.

8: Bevisuppgift 2 (Osikerhetsprincipen): Bevisa att om f(z) &r kon-
tinuerligt deriverbar pa [—1,1], f(—1) = f(1) = 0 och fil f(z)%dz = 1 sa giller
foljande olikhet:

1

= |

1 1
/ xzf(:v)zdx/ f(x)%dx >

-1 —1
LEDTRAD: Kan du anvinda partiell integration pé fil f(x)%dx =1 tillsam-

mans med Holders olikhet?

Bevis: Observera att

1 1 .

dx tiell
_ 2 _ T po _ ) par _
= '/1 S layde = /,1 dxf (z)da:' o { integration } -
1

PO+ (1) - / 20 f () ' () da

-1

< Hes d o ([ rwpa) ([ erws)

eftersom

(S s —o b2 s

<



satsen foljer genom att ta kvadraten av bada sidor och dividera med 4.

Kommentar: I kvantfysiken sa kan den hir matematiska olikheten tolkas
som att det &r omojligt att exakt avgora bade rorelseméngden och positionen av
en partikel. Tyvérr sa involverar forklaringen till detta allt for mycket teoretiskt
matreal for att vi ska kunna ga in pa varfor hér.



