Svar till vissa uppgifter fran den fjarde veckan.

Svar tillKortfragor infor F7:

i) Antar foljande funktioner sitt maxima
a) f(x) dr kontinuerlig och strikt vixande pa [2, 7[?
b) f(x) ar kontinuerlig och strikt avtagande pa [2, 7[?

Svar: Barab. Eftersom funktionen i a ir strikt vixande s kommer lim,_,,— f(z) >
f(y) for alla y € [2,7[. Men x = 7 ligger inte i intervallet. Ett exempel pa en
funktion som i a &r f(z) = . Maxvérdet &r naturligtvis 7 men det finns inget
x €[2,7][ s& att f(x) = 7. Fallet i b &r analogt.

ii) Lat x), vara en talfoljd pa R finns det nagot tal y € R och en delfoljd xy,
8& att lim; o0 Tk, = y?

Svar: Nej! Den hér uppgiften &r givetvis en uppgift for att kontrollera om
alla antaganden i Bolzano-Weierstrass sats dr nddvindiga. Men om zj = k sa
kommer ingen delfdljd av xzj att konvergera. Vi ser dirddr att antagandet att
intervallet &r begradnsat dr nddvindigt i Bolzano-Weierstrass sats.

iii) Om f(z) och g(x) &r funktioner definierade pa [0, 1] vilka av foljande
garanterar att f(x) = g(z) har en 16sning? Vilka utesluter mojligheten till en
16sning?

a) f(x) och g(x) ar kontinuerliga och f(0) < g(0) och f(1) > ¢g(1)?

b) f(x) ar kontinuerlig och f(0) < g(0) och f(1) > ¢g(1)?

¢) f(z) ar kontinuerlig och g(z) &r vixande och f(0) < ¢g(0) och f(1) > g(1)?

Svar: a) garanterar en 16sning. (Detta foljer av satsen om mellanliggande
virden - och uppgiften &r skriven for att ni skall tinka pa den satsen.)

b) Nej. Konstruera girna ett motexempel, observera att g kan inte vara kon-
tinuerlig. Detta visar att kontinuitet dr nddvandigt i satsen om mellanliggande
vérden.

c¢) Ja, men den &r lite knepig.

iv) Ge ett exempel pa en funktion som &r kontinuerlig pa sin definitions-
méingd men inte likformigt kontinuerlig.

Svar: Tex % definierad p& |0, 1]. Observera att detta visar att intervallet ar
slutet ar ett nodvandigt antagande i satsen om likformighet. Motexemplet e*
pa R visar att intervallet &r begrénsat ocksa &r nodvindigt. Bevisa gérna att
dessa funktioner inte ar likformigt kontinuerliga.

v) Vi vet att om f(z) dr kontinuerlig pa ett slutet begransat intervall [a, b]
sd dr f(x) likformigt kontinuerlig pa [a,b] men finns det funktioner som &r
likformigt kontinuerliga pa hela R?

Svar: Se foregaende uppgift.

Svar till Kortfragor infor F8

i) Vilka av foljande serier &r konvergenta:

a) dpoag? b) 35l

©) X1 72”

Svar:

a) Nej! Serien kallas for den harmoniska serien och den &r inte konvergent.



b) Om |a| < 1 men inte annars. Om |a| < 1 s& &dr det en geometrisk serie
och konvergens féljer. Om |a| > 1 s kommer inte a”* att ga till noll da k — oo
sa serien kan inte vara konvergent.

c) Jal

ii) Om f(z) antar sitt minimum pé& [—1,1] kommer f(z)? att antaga sitt
maximum pa [—1,1]?

Svar: Nej. Forsok skapa ett motexempel.

iii) Har sekvensen sin(1),sin(2?),sin 3%, ..., sin(k?), ... en konvergent delfcljd?

Svar: Ja, foljer direkt av Bolzano-Weierstrass sats. Men det &r valdigt svart
att hitta delféljden explicit.

iv) Panagot sitt s har en badboll (med diameter 1 meter) fastnat och block-
erat den 8706551 meter langa Ost-vastliga pipelinen fran Xinjiang till Shanghai.
Det enda séttet som huvudingengéren kan komma pa att hitta badbollen &r att
saga av pipelinen i mitten och kolla vilken halva som &r blockerad, saga av den
halvan pa mitten och si vidare tills han till sist hittar badbollen (genom att
sdga igenom den). Hitta ett ungefirligt uttryck for hur ménga ganger han som
mest behover saga av pipelinen innan han hittar badbollen? Vad har detta att
gora med Bolzano-Weiersrass Sats?*

Svar: Ca 2?log(8706551) ganger. Intervallhalveringen ir kiirnan pa Bolzano-
Weierstrass. Den hjélper oss att hitta en punkt sdsom en skiirningspunkt, eller
ett maxima.

6: Bevisuppgift 1: Jag ahr tyvérr inte tid att skriva nagot svar den har
veckan. Jag vet att den &r ganska komplex och fortjanar ett svar, men den ligger
lite bortanfér kursen s ni kommer inte att missa nagot till tentan for att ni
inte ser nagot svar till bevisuppfgifterna.

LOkay, det 4r en 16]lig fraga. Men den har en poing.



