Svar till vissa uppgifter frin den nionde veckan,
dvs vecka 46.

1 (Svar till kortfragor infor F19):

i) Om f(z) ar kontinuerlig pa [0, 1] kan man d& skriva limy_, o, ZZ:1 +f(n/k)
pa ett enklare satt?

Svar: Ja, detta ar fol f(z)dz. (Rita en bild med grafen av f(z) och varje
term i summan ), , ZZ=1 1 f(n/k) som en rektangel med bas [(n—1)/k,n/k|
och héjd f(n/k) om k &r hyfsat stort, sig k = 10, sa blir det intuitivt klart att
summan approximerar ytan under grafen.)

ii) Om f(z) ar kontinuerlig pa [—1,1] och —1 = 21 < 22 < 23 < ... <
Tp < Tpy1... < 1 & punkter si att lim,, o x, = 1 kommer da >~ | [zp41 —

el f(2n) = [1) f(z)da?

Svar: Nej. (Den hir ar lite knepig forstod jag nir vi diskuterade den péa
foreldasningen. Men for att en uppdelning a = x¢p < 1 < 2 < ... < z, = b ska
ge en bra approximation till ff f(z)dz s& maste avstandet mellan z; och x4
vara litet for alla j. Men om sekvensen i uppgiften ér tex z; =1—1/jfor j € N
och g = —1 s& kommer vi bara att ha ett intervall i omradet [—1,0]. Rita
gérna grafen av f(x) och ytan > | |z,41 — @y |f(x,). Da kommer du att se
att ¥ dr en dalig approximation av f(x) om f(z) inte f(z) &r néstan konstant
i[-1,0])

iii) Om f(x) &r kontinuerlig pa [0, co] kommer da [ f(x)dx att existera?
Kommer, fér varje tal a,b € R, b > a > 0, fab f(x)dz att existera?

Svar: fooo f(x)dx existerar inte som en generaliserad integral i allménhet
(ta tex f(z) = 1 vilken &r kontinuerlig men limy — oofOX f(x)dx divergerar).
Att f; f(z)dz existerar foljer direkt av a att f(x) dr kontinuerlig (Sats i boken).

iv) Lat f1, fo, f3, ... vara en odndlig mingd kontinuerliga funktioner definier-
ade pa [0, 1], kommer da Y >, fol fn(x)dz = fol Yoo ful(x)da?

Svar: Nej. (Det hir &r en lite elak uppgift da den gar lite utanfor kursen
men jag ville ha med den for att visa att det finns mer att gora i analysen. Vi
har visat att det finns en relation mellan derivatan och integralen - men det
finns manga andra relationer att undersoka: tex. ndr man har ritt att byta
ordning pa oédndliga serier och integraltecknet. Hér sa skulle vi kunna tinka oss
att f,(z) = cos(z/m) for alla n. Da ar fol fn(z)dx = 0 for alla n men summan
till hoger blir -7 | cos(z:/7) vilken naturligtvis divergerar for alla x # 1/2 sé
summan (och saledes integralen) till héger dr inte meningsfull.)

v) Om f(z) &r integrerbar och begrénsad pa [—5, 5] finns det da ett tal ¢ sa
att 10c = [, f(z)dz? Finns det ett z. € [-5,5] sé att f(z.) = c?

Svar: Absolut, ¢ = 11—0 f_55 f(x)dx. Det finns dock inte nédvandigtvis nagot
z. sd att f(x.) = c¢. For det behovs kontinuitet. Ett motexempel skulle vara
f(x) = =1 for ¢ < 0 och f(z) = 11f6r £ > 0 da &r ¢ = 0 men f(z) # 0



for alla x. Observera att detta innebér att antagandet att f(x) &r kontinuerlig
i integralkalkylens medelvirdessats dr nddvindigt. Och eftersom vi anvidnder
integralkalkylens medelviardessats i beviset av analysens huvudsats sa &r konti-
nuitetsantagandet nédvéandigt &ven dar.

2 (Svar till kortfragor infor F20):

vi) For vilka integrerbara funktioner f(z) géller

S fw)da| = 1 1f@)lda?

Svar: Den hir fragan &r lite knepig. Om f(z) ar kontinuerlig s& &r svaret
om antingen f(x) > 0 eller om f(x) < 0. Men om f(z) ar styckvis kontinuerlig
sa récker det med att f(z) > 0 eller f(z) < 0 for alla utom ett dndligt antal
punkter.

vii) Antag att f(z) och g(x) > 0 &r deriverbara pa [0, oo], vad ar D fog(z) f)de?
Kan vi forsvaga nagot antagande och dra samma slutsats?

Svar: ¢'(z)f(g(x)). Observera att vi kan definiera F(x) = [ f(t)dt, da &r
uttrycket i uppgiften F(g(x)) och vart svar foljer av analysens huvudsats och
kedjeregeln. For det argumentet si behover f(z) inte vara deriverbar. Vi kan
forsvaga det antagandet till f(x) kontinuerlig.

viii) Om f(1) = —1 och [} f/(z)dz =2 vad &r f(5)?
Svar: f(5) = 1. Detta eftersom 2 = ff’ f(x)dz = f(5) — f(1) = f(5) + 1.

ix) Galler den generaliserade medelvirdessatsen utan antagandet g > 07 Om
inte hitta pa ett motexempel.

Svar: Nej den giller inte. Tex om g(x) = sin(x) och f(z) =z, a = —1 och
b=1. Daér f(&) fil g(z) = 0 for alla € men fil f(z)g(x)dx > 0 da integranden
dr strikt positiv i alla punkter férutom x = 0.

x) Om f(z) &r kontinuerlig pa [a,b] si D [ f(t)dt = f(z) enligt analysens
huvudsats. Lat
-1 omz<0

flz)=<¢ 0 omz=0
1 omz >0
och F(z) = [*, f(t)dt. Fér vilka x & F'(z) definierad, vad &r virdet av F’(z)

i dessa punkter? Ar hoger respektive vinsterderivatan definierad, vad ar virdet
av hoger och vansterderivatan i sa fall?

Svar: F'(z) ar definierad for « # 0 (dvs dér f(z) &r kontinuerlig). Hoger
och vénsterderivatan dr dock definierad overallt, detta foljer direkt fran hoger
och vinsterderivatans definition.

5: Bevisuppgift: Antag att f(x) &r definierad pa [—1,1], f(z) > 0 och att
f(x) &r integrerbar.

1. Visa att om f_ll f(z)dz = 0 och om f(x) ar kontinuerlig s& &r f(z) =0
pa tva satt:

(a) Genom Integralkalkylens Medelvérdessats.



(b) Genom att anvinda integralens definition och definitionen av konti-
nuitet.

LEDTRAD: Motsagelseargument.

2. Visa att kontinuitetsantagandet dr nodvindigt genom att visa att fil fl@)dx =

0 for ] L
0 or x #£0
f(m):{l for x =0,

dvs. f(z) # 0 och f(x) > 0 men integralen &r noll.

Bevis:

1. Enligt integralkalkylens medelvirdessats sa finns det for varje —1 < a <
b<1ett &y € [a,b] s att (b—a)f(Eap) = [0 f(z)de. Eftersom f(z) >0
sa kommer

0< /abf(:c)dx < /11f(x)d:z:+/abf(:17)dx+/bl f(z)dx = /11 f(z)dx = 0.

Sa 0 < f: f(x)dr < 0 vilket implicerar att 0 = f: fl@)dx = (b —
a)f(&ap)dx. Vi kan dela den sista likheten med b — a # 0 (eftersom
b > a) och hirleda f(&,5) = 0 for alla a och b.

Vi foljer ledtraden och forscker oss pa ett motségelseargument och antar
att slutsatsen &r falsk, dvs att det finns nagot xg € [—1, 1] sd att f(zg) # 0.
Da ar f(xg) > 0 (eftersom f(x) > 0 enligt antagande och f(xo) # 0 enligt
var motségelse hypotes).

Lat oss sdga att f(xg) = 2¢ > 0. Men eftersom f(z) r kontinuerlig sa finns
det ett 6. > 0 s& att z¢g— 0. < & < xo+J, implicerar att | f(x)— f(xo)| < €,
eller i andra ord att f(zo) +¢€ > f(x) > f(z9) —e =€

Foregaende stycke implicerar att « € [zg — /2,20 + /2] innebdr att
f(z) > e. Dvs. f(z) >e>0forallax € [zg — 0./2, 20 + 0c/2].

Nu viljer vi [a,b] = [zg — 0¢/2, %o + 0./2]. Da finns det ett &, € [z9 —
0e/2, 20 + /2] sd att f(€q,p) = 0 men detta motséger att f(x) > € > 0
for alla « € [xg — 0./2, ¢ + 0./2]. Vi har darfor hirlett en motségelse till
vart antagande att f(z) # 0 for nagot = € [—1, 1].

2. Det hir argumentet dr véldigt likartat. Vi gor ett motsigelseargument
och antar att det finns ett xy € [—1,1] s& att f(xo) # 0. Precis som
tidigare sa finns det da ett € > 0 da att f(x¢) = 2¢ (vdlj bara e = f(z0)/2)
och, eftersom f &r kontinuerlig, ett . > 0 s att f(z) > € for = € [zg —
0e/2, 0 + 0/2].

Under forelasningen sa bevisade vi att Ll1 f(z)dr = supy<, (V) dir
supremum tas dver alla trappfunktioner. Observera att

0 da —1<z<zp—96/2
Nz)=<¢ ¢ dazg—0./2<z<m)+0/2
0 daxog—96./2<z<1



dr en trappfunktion s att f(x) > ¥(z). Sa

1 enligt
/ fl@)dx = sup I(V) > I(T") = def. av =
- vt 1)

= (20— 0c/2+1) x 0+ dce+ (1 — 29 — Ic/2) x 0= e > 0.

eftersom supremum 6ver &n mingd inte kan vara mindre &n ett tal i méng-
den. Vi anviinde ocksa att I(¥) = >_7_, cx(2x — zx_1) enligt definitionen
for integraler av trappfunktioner (se sidan 295 i Persson-Boiers). Den sista
olikheten siger att f_ll f(z)dz > 0 vilket motsiger antagandet att inte-
gralen ar noll. Detta bevisar att vart antagande att f(xq) # 0 for nagot
To. Satsen ar darmed bevisad.

Uppgift: Om du tycker att det hir beviset var svart forsék att rita en graf
dér du ritar in g och T' och se om du grafiskt kan forsta hur vi hidrleder
att f_ll f(x)dz > 0.

(a) Vi gor detta genom att lata e > 0 vara en godtycklig konstant och
definierar trappfunktionerna ¥(z) = 0 och

0 da —l<z<—¢f
Or)=¢ 1 da —e<z<e/
0 dae/2<z<l.

Da kommer U(z) < f(z) < O(z) sa 0 = I(¥) < [! f(z)dz <
I(©) = 2e. Men € > 0 var godtycklig sa ‘fil f(;z:)dx‘ dr mindre dn

varje tal som &r storre &n noll. Vi drar slutsatsen att fi1 f(z)dx = 0.
Sa det finns en icke-negativ funktion som inte &r identiskt lika med
noll men dess integral &r noll.



