Tranings Tentamen 1 SF1602 HT2013

Hjilpmedel: Papper, penna.

Totalt 6 poing per uppgift. For godkiint pa modulen krivs 4 poéng.

For E kréavs 4 godkinda moduler. For ett D krévs 5 godkinda moduler. Med 5 godkidnda moduler ges rétten att skriva
tentamen del 2 vilken ger mdjlighet till C,B och A.

Tentamen DEL 1.

Fraga 1: [Del 1, Modul 1]

x> +cos(x) 2

1. Var &r limy 50 =~ 775 ¢ [INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poéng)

2. Ange (den naturliga) virdeméngden V; och definitionsméngden Dy da f(x) = cos(7 sin(z)).
[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 podng)

3. Ange samtliga 16sningar till sin(jx — 2|) = % [MOTIVERA DITT SVAR.| (4 poéng)

Svar:

1. 1/3 (Anviind kvot och summaregeln samt standardgréinsvirdena z* — 0, 27 — 0 och cos(z) — 1 da z — 0.)

2. Df =R och Vf = [0, 1].

3. Vi vet att sin(y) = % nir y = = + 2mn eller y = 3T + 27n for nagot n € Z. Sa losningarna ges av de x si att

|z —2| = Z + 2mn eller |x — 2| = 2T + 27n. Vi far tva fall:

FaLL 1: Om z > 2. D4 giller det, enligt definitionen av absolut beloppet, att |z — 2| = z — 2 vilket ger 16sningarna
r=2+7+2mneller v =2+ %’T + 27n. Da vi har villkaret > 2 ser vi att detta ger antingen

=2+ g + 2mn for nagot heltal n > 0

eller 3
=2+ Zﬁ + 27n for nagot heltal n > 0.

FALL 2: Omz < 2. Da ér |z —2| = —z+2sasin(jJx — 2|) = % omz =2—%—2mn eller = 2 — 3T — 27n. Dvs om
=2 % — 21 for nagot heltal n > 0

eller

3
T=2+ Zﬁ + 27n for nagot heltal n > 0.

Fraga 2: [Del 1, Modul 2]

1. Ange en funktion f(x)sd att f(1) = 1 och f(1) = 0. [SVARA MED ETT EXEMPEL ELLER “OMOJLIGT”. (1poéng)

2. Lat f(x) vara en injektiv funktion definierad pa [0,1]. Ange viirdeméngden till f~1.

[SVARA MED EN MANGD ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”.] (1poédng)

3. Lat
fla) = In(z? + 1) omz <0
~ | cos(sin(z) +tan(z)) omxz >0
vara en funktion definierad pa R. Berdkna f/(x). [FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)
Svar:

1. Omojligt. (Enl. definitionen sa tilldelar en funktion endast ett unikt vérde till varje punkt. Dvs f(z) kan inte tilldela
mer dn ett virde till z = 1.)

2. [0,1]



1422
och odefinierad da x = 7/2 4+ nm, dér vi fritt har anvint kedjeregeln och standardderivator.

3. Om z < 0siér f/(z) = 722, och om z > 0 s& &r f'(x) = — (cos(x) + ﬁ(z)) sin (cos(z) + tan(z)) dd ¢ # /2 +nw

Vi behover dérfor bara berdkna derivatan i z = 0. For det sa anvénder vi att om f &r deriverbar i z = 0 sa ar f
kontinuerlig i x = 0. Nu &r

lim f(z) = lim In(z® +1)=0
rz—0~ rz—0~
enligt sammansittningsregeln eftersom In(z) &r kontinuerlig i 2 = 1 och lim,_,o 1 + 22 = 1. och
lim f(z) = lim cos(sin(z) + tan(z)) =1

z—0t z—0t

enligt sammanséttningsregeln och standardgransvirden sin(z), tan(x) — 0 och cos(z) — 1 ndr x — 0.

Eftersom 1 # 0 s& foljer det att f inte &r kontinuerlig i z = 0 och d&rfor inte deriverbar. Derivatan av f(x) &r
saledes:

li”;Q om z <0
fl(z) = odefinierad omz=0ellerx=n/24+nr, n>0

— (cos(x) + ﬁ(m)) sin (cos(x) + tan(x)) om x > 0 och x # /2 + nr.

Fraga 3: [Del 1, Modul 3]

1. Lat f(z) vara deriverbar pA R och F(z) = [ f(z)dz. Ange ett villkdr pa f(z) som garanterar att F(z) &r strikt
konvex. [ANGE VILLKARET.] (1poéng)

2. Ange en funktion f(x) som &r vixande men [ f(z)dx avtagande? [SVARA MED ATT ANGE FUNKTIONEN.| (1poing)

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (4podng)

3. Bestam alla primitiva funktioner till

Svar:
1. f'(x) > 0 (Observera att D?F(x) = f'(x). S& D*F(x) > 0, dvs F ir konvex, om f’' > 0.)

2. f(z) = —e~* (Vi maste hitta en strikt negativ men viixande funktion. D& blir F'(z) = f(z) < 0 sd F éar strikt
avtagande.)

3—2t2
21

x+3
427

5 T +3 1 10
2 JEES— 10 [ dt=—+C
/(x+3)2 x4+ 2 /t2 t +

3. Vi gor standardsubstitutionen ¢ = dvs x = T+3= trf—il samt dr = (t{_izf)g Darfor ar

fér nagon konstant C.

Fraga 4: [Del 1, Modul 4]

1. Antag att f(z) > 0, g(z) > 0 och att ¢'(z) < 0 & F(z) = f;’(w) f(t)dt vixande, avtangande, strikt vixande eller

strikt avtagande. [ANGE VILKET ELLER “GAR INTE ATT AVGORA.”.] (1podng)
2. Hur definieras den generaliserade integralen [ f(z)dz? [ANGE DEFINITIONEN.| (1poéng)
3. Berikna den generaliserade integralen [, mdx. [FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS| (4poéng)
Svar:

1. Avtagande (Anvind analysens huvudsats for att berdkna F'(z) = ¢'(z)f(g(z)) <0.)

2. fooo f(x)dx = limy_, o fot f(x)dx om hogerledet konvergerar.



3. Vi partialbraksuppdelar

1 a b c (b+c)ax? + (a+2c)x+ (c—b—a)

@t 1P@-1) (@t 231 z-1_ @+ 1)2(z—1)

Om vi jamfor termer av samma grad i ndmnaren i hoger och vénsterled sa far vi c+b =0, a+2c =0o0ch c—b—a = 1.
Det foljer att
o0 t 1
————dzr = li ———dx =
| e DY e )y G-

1/t -2 2 1 1 1 2 17 2
= lim - — dr=lim = |—— —In(t+ D +In(t—1)| — = |—— +In(1/2)| =
tir?oz;/g <(a:+1) x—|—1+x—1> v tir&4{(t+1) n(t+1) + In( )} 4{3+1+n(/)}

In(2 1
= n(2) - = (Vilket &r vart svar.)
4 8
dar vi anvinder
1 1 2 t—1
lim ~ —In(t+1) +In(t —1)| = lim ~ 1 =0
tl>rgo4|:(t+].) n(t +1) + In )} ti>n&;lo4|:(t+1)+n(t+1>:|

dér vi anvint sammansattningsregeln, standardgransvirden sasom ﬁ — 0, % —1dat— ooochlIn(t) — 0 da
t— 1
Fraga 5: [Del 1, Modul 5]

1. Lat f(x) vara en 15sning till féljande differential ekvation f’(z) = f(z)?, och f(0) = a. Fér vilka a éir f(x) garanterat
strikt vixande. [ANGE ALLA VARDEN a.|] (1podng)

2. Hur ménga 15sningar har foljande differentialekvation: (y')? = cos(x) — 3.

[SVARA MED ETT TAL ELLER “OANDLIGT MANGA”.] (1poéng)

3. Los foljande differentialekvation:
Y+ (1+y*)z*=0.

Med initialdata y(0) = 1. For vilka z &r 16sningen definierad?
STANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poing)

Svar:

1.a>0

2. 0 ((¥')? > 0 men hogerledet cos(z) — 3 < —2.)

3. Differentialekvationen &r separabel och kan skrivas ﬁ = —z2. Detta kan skrivas som
d arctan(y) 9
— = = —g*.
dx
Detta dr samma sak som arctan(y) = —"—33 + C for nagon konstant C'. Sa y = tan (—x—; + C). Initialdata implicerar

att y(0) = tan(C) =1, dvs C' = 7.
Delsvar: y(z) = tan (—%3 + %)

)1/3 -

Eftersom Diq, = (—7/2,7/2) s &r 16sningen definierad for —7/2 < —% + % < m/2 vilket implicerar att — (5
z < (3)"°,
Fraga 6: [Del 1, Modul 6]

1. Antag att f(x) har Maclaurinserien 1+ 2z — 322 + R3(x). Vad ér andraderivatan av g(z) = xf(z) i punkten x = 0.
[SVARA MED ETT TAL.|] (1poédng)

2. Om f(x) har Maclaurinserien 1 — fx? 4 423 + Ry(z), vad &r Maclaurinserien av f(2?) med ordning 4.

[SVARA MED EN 4E ORDNINGENS MACLAURINSERIE.| (1po&ng)

3. Visa att |tan(z) — 2| < §|z|? for alla v sh att —F <2 < . [MOTIVERA DITT SVAR.] (4poéng)

Svar:



1. 4
2. f(2®) =1- 12" + Rs(x).

3. Vi gbr en Maclaurinutveckling av f(z) = tan(z). Vi berdknar f'(z) = ﬁ(m), f(x)
9 oS (D435 (@) ot flier att f(0) =0, f/(0) =1 och f”(0) = 0 samt, for |z| < §

cos?(z)

1 3sin?(z 1
(@) = 2| — o 2
cos?(x) = cost(x) cos?(x)
dir vi har anviint att cos(x) > v/1v/2 och | sin(z)| < % da |z| < 7.

Maclaurinutvecklingen blir saledes
1
tan(r) = r + 5]‘”'(93&)363

for nagot 0| < 1. Detta innebdr att
1 3 "
[tan(a) — 2] < glof® mas [77(0)] <

lt]<m/4

dér vi anvénde att |f”/(¢)| < 16 i den sista olikheten.

Tentamen DEL 2.

< 16,

-9 sin(x)

cos?(z)

samt f"'(z) =

Varje fraga tilldelas 6 poiang. Totalt 36 poang. For C kriavs 12 poang, for B krdvs 20 poang och for ett A kravs 28

poang.

Fraga 1: [Del 2]

1. Ange virdet av

im cos(z + h) — cos(x) .
h—0

[INGEN MOTIVERING KRAVS.|

2. Bevisa ditt svar utifrdn e—definitionen.

LEDTRAD: Du kan anvinda att lim,_,q |“I‘Iﬂ
Svar:
1. —sin(z) (Uttrycket dr bara definitionen av derivatan av cos(z).)

2. Vi anvinder additionsregeln for vinkeln:

cos(z 4+ h) = cos(z) cos(h) — sin(z) sin(h)

i uttrycket och far saledes:

cos(z 4+ h) — cos(x) _ cos(z)(cos(h) — 1) — sin(z) sin(h)

h h

sin(‘x)

Eftersom, enl. ledtraden, lim,_,q

in(h
|h] < 6 = Slm()—l‘<e.
Dessutom sa géller det, enl ledtraden, att om |h| < €/2 sa
cos(h) — 1 - h? _€
h 2h 2

Vi vill visa att det {6r varje € > 0 existerar ett b s att

cos(x + h) — cos(x)
h

|h| < 0. =

=1 och 1> cos(z) > 1 — 3x? utan bevis.

(cos(h) — 1)

=1 sa finns det for varje € > 0 ett J. sa att

+ sin(z)

sin(z)

(1 poiing)

(5poing)

sin(h)
o




Sa om |h| < min(d/z,€) = $ sa kommer

cos(x + h) — cos(x)

. anvand
5 +sin(z)| = { (1) } =
= cos(m)w — sin(x) sin(h) +sin(z)| <
s{ Zﬂiﬁfin }s lcos()| LS(’;} ‘1)‘+ Isin(z)| sm}gh) —1‘ <

{ anviind (3)

och (2) } < |cos()| ; + |Sin($)|§ <e

eftersom |sin(z)| <1 och |cos(z)| < 1. Vi har saledes visat att det, for varje € > 0 finns ett 5. > 0 sa att (4) haller.
Beviset dr ddrmed klart.

Fraga 2: [Del 2] Foljande pastdende ar felaktigt: “Om f'(z) < 1 for alla z € R s& kommer f(z) < f(0) + |z|.”
Identifiera felet och bevisa att pastaendet dr felaktigt. Lagg till ett nytt, och rimligt, antagande som gor pastaendet riktigt
och bevisa det riktiga pastaendet.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poing)

Resononomang: Medelvirdessatsen siger att om f(x) ar kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa ]a,b[ s& finns det
en punkt & €Ja, b sa att f(b) — f(a) = f'(§)(b—a). Dvs, med a = 0 och b =z, f(z) = f(0) + f'(§)x. Om = > 0, dvs
x = |z|, s& kan vi hdrleda f(x) = f(0)+ f/(&)z < f(0) + |z| eftersom f'(§)z <z = |z| om x > 0 och f/(§) < 1. Detta visar
pastaendet om z > 0. Men vi ser l4tt att argumentet inte fungerar for z < 0 eftersom om z < 0 si &r —|x| = = och saledes

eftersom

) = £0)+ 760 = 10 - 7@el = { G = 100~ 1o

och olikheten blir felvind. Vi ser att vi skulle behova olikheten f/(z) > —1 for att genomféra argumentet med den olikhet
vi vill ha. Vi gissar att det nya antagandet vi behover &r f'(xz) > —1 (detta #r bara en gissning tills vi kan strikt bevisa
att pastdendet dr sant med det nya antagandet men i sken av ovanstdende berdkningar sa tycks det vara det antagandet
som behovs).

Om det antagandet vi behover for att gora pastaendet sant dr f'(x) > —1 s& borde vi kunna anvinda den informationen
for att konstruera ett motexempel till ursprungspastaendet.

Motexempel till pastaendet: Lat f(z) = —2z da &r f'(z) = —2 < 1 for alla = € R s& f(z) uppfyller antagandet
i pastaendet i uppgift 2. Men, med z = —1 sa far vi f(x) = f(—=1) = 2 > f(0) + |z| = 1 s& f(z) uppfyller darfor inte
slutsatsen. Sa f(x) = —2z dr ett motexempel till pastaendet i uppgiften. Vi har ddrmed bevisat att pastaendet &r falskt.

Korregerat pastaende:‘Om f/'(z) <1 och f'(z) > —1 for alla = € R sa kommer f(z) < f(0) + |z].”
Bevis: Enligt medelvirdessatsen sa kommer det att finnas ett tal £ mellan 0 och z sa att

B y f(O)+z=f(0)+|z] om z >0 eftersom f/(§) <1
F@) = 1O) + Oz < { f(0) —x = f(0)+|z] om z < 0 eftersom f'(§) > —1.

Det foljer att om x > 0 eller z < 0, dvs for alla z € R, att f(z) < f(0) + |z|. Detta bevisar pastaendet.

Kommentarer: Ett fullgott svar pa fragan skulle besta i “Motexempel till pastaendet”, “Korregerat pastaende” och
“Bevis”.

Jag tyckte att det var lite torftigt att bara skriva de delarna for det som &r viktigt och det som jag vill att ni ska kunna
(fragan ar bara ett tafatt forsok att testa den verkliga kunskapen) dr att resonera kring matematiken. I det hér fallet sa
valde jag, i princip, att forscka bevisa det felaktiga pastaendet och observerade noga nér beviset brét samman. Dvs att vi
inte kunde dra slutsatsen att f(x) < f(0) + |z| for negativa x under de antaganden som gjordes i pastaendet.

Da jag ville dra slutsatsen f(z) = f(0) + f/'(§)z < f(0) + |x| for negativa x si blev det ganska latt att dra slutsatsen
att f/(z) > —1 var ett rimligt nytt antagande. Det var definitivt tillrickligt f6r att kunna bevisa pastdendet. Denna
observation, som kom fran ett forsok att bevisa ett felaktigt pastaende, gav ocksa en stark antydan om att ett motexempel
borde kunna konstrueras genom att betrakta en funktion f(z) dar f’(x) < —1 (dvs. brét mot antagandet jag trodde var
nodvindigt).

All bra matematik sker i kommunikation med den matematiska formalismen. Vi forsoker bevisa nagot och dr noga
uppmirksamma pa nir matematiken siger “Stopp - den hér hirledningen &r inte stringent.” Men stoppet i resonemanget
ger en ledtrad till de argument matematiken tillater. Den virsta uppfattningen ni kan ta med er fran den hir kursen
dr att matematiken &r ett dott lirodmne dér allt som &r virt att veta star i mattebocker samlade pa dammiga hyllor
pa olika bibliotek. Matematiken &r en dynamisk och stindigt pagaende process dir vi interagerar med den matematiska
formalismen och for varje sats i boken sa finns det 100 andra lika viktiga satser som vi kan bevisa om vi varsamt beaktar
de ledtradar matematiken ger oss.



Det finns ett uppenbart problem med den hir typen av tentamensfragor. Namligen att jag ber er ligga till ett “rimligt”
antagande. Vad som &r rimligt dr naturligtvis en tolkningsfraga och det ar inte helt tydligt vad som &r “rimligt”. I detta fall
s tycker jag att det extra antagandet f'(z) > —1 &r rimligt. Men att antaga att f(x) &r vixande (dvs f/(x) > 0) dr nog
ocksa rimligt. Pastaendet skulle ocksé bli sant om vi lade till antagandet att f(x) =konstant eller f(z) = sin(x) jag tycker
sjédlv inte att dessa antaganden dr lika rimliga. Om f &r konstant s blir resultatet en trivialitet och om f(x) = sin(x) sa
skulle ursprungsantagandet f’(z) <1 vara onddigt si att antaga att f(x) = sin(x) ar allt for specifikt.

Men rimligheten i ett antagande &r en tolkningsfraga som vi maste acceptera om vi vill ha en matematikexamination
som tillater oss att examinera hur vi skapar matematik.

Fraga 3: [Del 2] Hitta alla primitiva funktioner till ) och b? > 2. Markera tydligt var du anviinder b% > ¢2.

b+c£in(m
[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (6podng)
Svar: Observera att
a _a 1 _a 1
b+csin(z) b1+ Esin(z) b1+ Asin(z)

C

dér vi betecknar A\ = § vilken &r vildefinierad da [b] > 0 eftersom b* > ¢ > 0. Om vi kan beréikna [ 1Jrﬁin(l,)dm s& kan

vi darfor 1att 16sa uppgiften. Eftersom integranden innehaller sin(z) si gor vi standardsubstitutionen ¢ = tan(z/2), dvs

2arctan(t) = , sin(z) = 24 och dz = 2z dt. Dirfor sa giller det att

it [ rromt= [ 2 dt
€T = frnd frnd
1+ Asin(z) 1+ 2\ +¢2 (t+ A2+ (1—A?)

substituera | 2 1 ds — 2 ‘ c
s= B (TR | Tr 2™ T gy tretanls) £ 0

dér vi anviinde att b2 > ¢2, dvs |\| < 1, i definitionen av s.
Genom att satta in definitionen av ¢ far vi

2a tan(z/2) + ¢
arctan | ————

a
d =
/b+CSiIl(JL‘) * b(l_gz)3/2 &-{-Z’é

+C.

Fraga 4: |Del 2] Lat f(x) vara monoton, kontinuerlig pa [—1,1] och f(—1) = -2, f(1) = 1.
1. Skissa ett tydligt bevis for att det finns en 16sning till f(x) =01 [-1, 1]. (3poiéng)

2. Skissa ett tydligt bevis att méngden av 16sningar till f(x) = 0 dr antingen en punkt eller ett slutet intervall I C [—1,1].
(3poing)

Svar: Eftersom f &r monoton och f(—1) < f(1) sd maste f vara vixande. Vi kommer att konstruera en sekvens av
intervall Iy, = [ag, bg] s& att I C Ix_1, och by — ap = 21=k och flar) <0 och f(by) > 0.

Konstruktionen sker pa foljande sitt. Lat Iy = [—1,1] och antag att I_1 = [ax—1,br—1] 8r givet enligt ovanstaende
kriterier. Om f (‘“’17;17’“’1) > 0 sa sitter vi I, = [ay, by] = [ap_1, E=3%=1] och om f (a’"%b"’l) < 0 s sdtter vi

I, = [ag, b] = [a’“’lf%’“’l, br—1]. Det &r tydligt att I}, da uppfyller alla kriterier i foregaende stycke.

Eftersom ay, &r en vixande och begrénsad sekvens s& konvergerar a;, — a enligt kompletthetsaxiomet och eftersom f(x)
ar kontinuerlig och f(ar) < 0 sd kommer limy_, o, f(ax) = f(a) < 0 déir den sista olikheten foljer av olikhet i 6vergang av
gransvirde satsen.

Eftersom aj < by < ag +2'7% — @ si kommer, enligt instingningsregeln, dven by, — a. Sa limy_.o f(br) = f(a)
eftersom f &r kontinuerlig och olikhet i 6vergang i gransvirden tillsammans med f(by) > 0 implicerar att f(a) > 0.

Eftersom 0 < f(a) < 0sa dr f(a) = 0 och del 1 &r bevisad.

For del 2 av fragan sa betraktar vi méngden N = {a € [-1,1]; f(z) = 0} detta &r en begrénsad och icke tom méingd
s& den har ett storsta element, x5, och ett minsta element x,,. P4 grund av kontinuitet sa &r f(xs) = 0 och f(x,,) = 0.
Om z,, = 5 s& bestar N av en punkt. Om xz,, < x5 sd kommer, for varje & € [, z;], 0 = f(zs) < f(z) < f(zs) =0
eftersom f &r vixande. Det foljer att f(x) = 0 for alla x € [z,,, 2] och 16sningsméngden &r ett intervall.

Fraga 5: [Del 2] En kanon skjuter en kula, som vid tidpunkten ¢ > 0 har positionen (z(t),y(t)), med vinkeln /4
radianer mitt av i relation till markplanet, som ges av y = 0, kulans hastighet vid tiden ¢ = 0 #r /2. Kulans hastighet
i y—riktningen bestdms for ¢ > 0 av Newtons ekvation y”(t) = —1, y(0) = 0 och kulans hastighet antas vara konstant i
x—riktningen. Berdkna hur langt kulan férdas fran att den avfyras i ¢ = 0 tills den tréffar markplanet y = 0.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (6poing)

Svar: Vi beréiknar y(t). Eftersom y”(t) = —1 sa méste y(t) = a + bt — 3¢2. Initialdata ger att y(0) = 0, dvs a = 0.
Initialhastigheten #r v/2 i vinkeln /4 vilket gor att hastigheten i y—led dr v/2cos(r/4) = 1, dvs y/(0) = L eller b = 1. Vi
far alltsa y(t) =t — 142



Det &r enkelt att berdkna att y(t) = 0 da ¢t = 0 och da ¢ = 2. Vi letar alltsa efter laingden av kurvan (z(t),y(t)) =
(t,t — 5t%) da t gar fran 0 till 2. Kurvlingden ges av integralen

2 2 .
/ /() +y/ (t)2dt = / VIt (1= t)2dt = { ubstituera } -
0 0 =

. ! \/1—}—782d5 . substituera .
) Clo=s+vVs2i+1l [

3

o 1 1 9 1 1 3-2v/2 1

= 4+ Jdo=4-In]3|-——"— ¥ " In|v2-1
/ﬁ_1<4+20+403> o= gtyBl-gg———g 3 mlVa-lltg

1 11-6v2 1 ‘ 1/2
= ——+In
(3—-2v2) 8(3—2v2) 36

3
V2-1

Fraga 6: [Del 2| Lat F(z) = [ \/ﬁmdt. Berdkna F(1/10) med tva véardesiffror. Du kan anvinda att
4

|sin(z)| < |x| utan bevis. [FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.|] (6poing)
VARNING: Du kan inte hitta en primitiv funktion till den hér integranden.

Svar: Eftersom vi inte kan integrera funktionen sa berdknar vi dess Taylorserie i = 0. Standard berdkningar ger:

Fla)= ———— F'(2)

1 sin(z) cos(x)
1— Lsin?(x) 2 (1 - Lsin’(z))

cos(2z) (1 — Lsin®(z)) + 12sin®(z) cosz(ac).
2(1- isinz(x))i

F”I(l‘) _

3
2

Vilket ger
F(0) =0, F'(0)=1 och F"(0)=0.

Vi kan alltsa skriva Taylorserien som

1 .

Fz)=z+ 6F’”(0x:v)x3 (5)
dér 0, ar ett tal vilket beror av z men |0,] < 1. Vi maste skatta F"/(z) for att kunna utféra var approximation. Da
lz| < & sd dr sin®(z) < 735 sa vi kan skatta, for [z] < &

()] < cos(2x) . 12sin?(z) 0082(92 <
2 (1— tsin*(z))® 2 (1— 1sin*(z))?
1 (400\? 3 (400)%
< (=) £+ 2 (22 <o
2399 50 \ 399 -
dir vi anviinde att | cos(z)| < 1, att |1 — sin®(z)/4| > 399 och sin?(z) < 55+ 1 sista olikheten anviinde vi éven en grov

: 399
uppskattning av 455.

Om vi anvinder uppskattningen av |F"’| i (5) s& kan vi hirleda, for |z| < 1—10,

1 1/1)\°
|F(z) — 2| < E\F”'(Qxxﬂz?’ <3 (10> < 0.001.

Detta ger, med tva virdesiffror,
F(1/10) = 0.10.



