Tentamen SF1602 13 Januari 2014

Hjilpmedel: Papper, penna.

Totalt 6 poing per uppgift. For godkiint pa modulen krivs 4 poéng.

For E kréavs 4 godkinda moduler. For ett D krévs 5 godkinda moduler. Med 5 godkidnda moduler ges rétten att skriva
tentamen del 2 vilken ger mdjlighet till C,B och A.

Tentamen DEL 1.

Fraga 1: [Del 1, Modul 1]

1. Hur manga av foljande gransvirden ar 07

3 2
. . ) : —62+9
a) lim, o0 (2967)3, b) lim,_, o e7*747, c) lim, 3 =25,
. tan(x) . sin(n)+|n|™
d) lim, o — =, e) lim, ;o

[SVARA MED ETT TAL 0,1,2,...,5. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poing)
2. Den naturliga definitionsméngden samt virdeméngden till f o g(z) da f(x) = 2_%16 och g(x) = 2 cos(x).

[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poéng)

3. Berédkna foljande grinsvirde

. 2% — 4w + 9*
lim .
z—00 6 4 322 — In(z) cos(3x)

Ange noga varje sats du anvinder i din utrdkning.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4 poing)

Svar:
1. 2 (endast b och c gar till noll)
2. Dy =R\ {7, +3m,£57,...} och V; =[1/4, 00].

2
x 4dx
142,42

3. Vi skriver uttrycket p& formen T o) ol - Vi borjar med att berdkna grénsvirdet d4 + — oo i ndmnaren.
o

6 1 1
lim (1 L8 n(x) Cos(a?)> _ { summa } 4 lim L lim n(z) cos(z) _ L )
T—00 9z 9z regeln z00 9T 1500 gz
dir vi anviinde standardgrénsvirdena att = — 0 och lna(—f) — 0da x — oo for @ > 1 samt att 7111(@)9(;05@) <
1:19(: )| =5 0 och insténgningsregeln.
Da nadmnaren i uttrycket konvergerar till 1 # 0 sa kan vi anvénda kvotregeln och dra slutsatsen att
2 4 i 1+ ﬁ _ 4z . 2 . 4
. I+§ — 5 Mg oo 9 — 9= summa regeln L+ 1imy o0 g7 — limy 00 g7
fim 6 _ h@eos@ Z )y ) och (1 = =1,
m—>ool+97_97z hmzﬁoo(]-"f'ﬁ_w) oc () 1

dér vi anvinde standardgrénsvirdet lim, z—i — 0 for alla a > 1 i den sista utrdkningen.
Vart svar blir saledes
22— 4z + 9”7

li =1.
w00 6 1 32 — In(x) cos(3z)

Réttningsmall: Pa delfraga 1 och 2 ger ritt svar en poéng, fel svar noll poing.
Pa delfraga 3 géller foljande:

1. -1 poéng for fler 4n tva enkla réknefel.



3.
4.

-1 podng om man inte hanvisar till de satser som anvénds. Det &r acceptabelt att missa att nimna nagon sats - men
en alvarlig avsaknad av referenser skall straffas.

-1 poéng for varje allvarligt berdkningsfel.

0 podng om svaret inte motiveras alls.

Fraga 2: [Del 1, Modul 2]

1.

Antag att f(z) ar en kontinuerlig funktion definierad pa [0, 1] sa att f(0) <0, f(1) > 1. Finns det da ett o € [0, 1]
sd att f(xg) = xo?

[SVARA “JA”, “NEJ” ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”.] (1poéng)
Lat f(x) vara en deriverbar funktion pa R. Ange definitionen av f'(1/2)?

[ANGE DEFINITIONEN, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

3+ In(z)sin(z) oma<w

fla) = { a + bcos (%xz) omzx>T

vara en funktion definierad pa ]0,00[. Bestdm a och b sa att f(z) dr deriverbar i = w. Hénvisa till de satser du
anvander.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar:

1.

2.

3.

Ja (Anvind satsen om mellanliggande virden pa funktionen g(z) = f(z) — x.)
f/(1/2) = limy,_y w

For att derivatan skall existera i @ = 7 si récker det att f(z) ar kontinuerlig i punkten & = 7 och att lim,_,,+ f'(z) =
lim,_, .- f'(x), dar vi forutsétter att funktionens derivata ar definierad for z ndra 7 sd att hoger och vinster-
griansvirdet adr definierat.

I de 6ppna méngderna {0 < z < 7} och {z > 7} har vi inga problem att derivera funktionen och berdknar dér

€T

vy @) 4 n(z)cos(z) oma <
Flz) = —bx sin ($22) om
5 T>T

dér vi anvinde produktregeln (d&a 0 < x < ) och kedjeregeln (d& x > 7) samt de elementéra funktionernas derivator
i var utrdkning.

Eftersom “r’zﬂ +1In(x) cos(x) och —bx sin (%x2) ar en sammansdttning av elementira funktioner som &r kontinuerliga

pa R utom i punkten z = 0 sa kommer dessa funktioner att vara kontinuerliga i en omgivning av z = 7 sa kan vi
substituera x = 7 i gransvéirdet (hdr anvinder vi kvot och produktregeln)

lim f'(z) = lim sin(z) + In(z) cos(z) = sin(r) + In(7) cos(m) = — In(n).
=T =T €T s
P& samma sitt (med produkt och sammanséittningsregeln for gransvirden) sa far vi lim,_, .- f'(x) = —brsin (%7‘(2).

In(m)

Sa hoger och vinstergrénsvirdet sammanfaller om b = —— 7.
7TS11'](§7T )

Vi maste ocksa vilja a sd att f(z) dr kontinuerlig i « = m. Det ricker att visa att hoger och vinstergrinsvirdet
sammanfaller i x = 7. Eftersom 3 + In(x) sin(x) &r kontinuerlig for alla > 0 sa

lim f(z)=3+In(m)sin(r) =3

T—>T

och

1
lim f(z) =a+ bcos <27T2> .

z—mt



Hoger och vinstergrinsvirdet sammanfaller alltsad om

a:3_bcos<;ﬂ_2>:3_ln(ﬁ)cos(éﬂ'2).

7 sin (%71’2)

Om vi véljer a och b enligt

1 12
w3 Il(ﬂ'). 0051(271' ) och b= ln(ﬂ;)
7 sin (57r2) sin (§7r2)

sa blir f(x) deriverbar i = 7.

Réattningsmall:

1. -2 podng om man inte véljer a och b sa att funktionen blir kontinuerlig.
2. -1 poéng for mer dn ett enkelt berdkningsfel.

3. -1 poidng for varje allvarligt berdkningsfel.

4. -1 podng om det redovisas daligt vilka satser som anvinds eller saknar forklarande text. Anvind sunt foérnuft och
ritta inte jattehart. Det viktiga dr att studenten visar en medvetenhet om matematisk teori och forklarar sitt svar.

Fraga 3: [Del 1, Modul 3]

—2 om —1<2x<0
1. Lat f(z)=<¢ 1 om 0<x <1 . Angeen primitiv funktion F(x) till f(z) si att F'(z) ar definierad pa [—1, 5].
-1 oml<zx<5

[ANGE F(x) ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

2. Ange en rationell funktion som har partialbraksuppdelningen xg’—f’;l + (:cil)

[SVARA MED ATT ANGE FUNKTIONEN ELLER “OMOJLIGT”.] (1po&ng)

3. Bestdm alla primitiva funktioner till f(z) = e (e** + 3)6. Ange noga alla satser du anvinder.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar:
1. Omojligt

9 3x(x—1)+3(z>+1)
(z241)(z—1)

3. Vi berdknar

Az 2 6, | variabel subst. 1 6, L M B
/e (e +3)dx—{t:em’ezxdx:;dt}—Q t(t+3)dt_l4 = dt —

_ { partiell } _ tt+3)" 1 /(t+3)7dt _ tt+3)7  (t+3)° _ (e +3)T (> +3)8.
integration 14 14 14 112 14 112
Rattningsmall:
1. -1 podng om man inte hinvisar till satser i sitt svar.
2. -1 poéng om man anvinder partiell integration fel.
3. -1 podng om man anvinder variabelsubstitution fel.

4. -1 podng om man gor mer dn ett enkelt berdkningsfel.

Fraga 4: [Del 1, Modul 4]



1. Ange en kontinuerlig funktion pa [—1, 3] som inte dr integrerbar.
[ANGE EN FUNKTION ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poidng)
2. Ge ett exempel pa en funktion f(x) definierad pa [0, co[ sé att f(x) < 3= och Jo° f(z)dx divergerar.
[ANGE EN FUNKTION f(z) ELLER SVARA “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

3. Bestim den punkt & > 0 da [ ¢*°°(*) (3 — 422) da antar sitt storsta virde. Hinvisa till de satser du anviinder.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS| (4poing)

Svar:
1. Omojligt (det finns en sats som séger att kontinuerliga funktioner pa slutna begrinsade intervall &r integrerbara)
2. f(x)=-1

3. Vi kallar F(¢) = fog ets(20) (3 — 42%) dx. Enligt analysens huvudsats si kommer

dF(§) _ scos(26) 2
— COSs _ 4 .
UE) _ promed) (5 1)
Eftersom €526 > 0 (e® > 0 for alla x) sd kommer F'(£) > 0 da (3 —4¢2) > 0, F'(¢) = 0 da (3 —4¢2) = 0 och
F'(€) <0 da (3 —4€%) < 0. Det vill siiga F'(€) >0 da & < ¥3 och F/(¢) <0da ¢ > L.

Sa F(&) véxer da £ gar fran noll till @ och avtar dérefter. Vi far att F'(§) antar sitt globala maximum i § = §

Réttningsmall:
1. -1 podng om man inte hinvisar till satser eller férklarar sitt svar i ord.
2. -1 poéng for mer dn ett enkelt berdkningsfel.

3. -1 poidng for varje allvarligt berdkningsfel.

Fraga 5: [Del 1, Modul 5]

1. Hitta en noll-skild homogen 16sning y;, till den andra ordningens differential ekvation med karakteristiskt polynom
r? —9.

[ANGE EN FUNKTION yp, ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS| (1poéng)

2. Lat y'(x) = ay(x) for alla > 0 och y(0) = 1. Antag dessutom att y(z) &r begrinsad i [0, 00[. Vilka virden kan a
ha?

[SVARA MED ALLA @ ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA’. INGEN MOTIVERING KRAVS| (1po#ng)

3. Hitta losningen y(z) till f6ljande differentialekvation
Y (z) + dy(z) = ve®® forz >0

och y(0) = 0 och 3/(0) = 0.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar:
1. €% (Alla funktioner pa formen Ae3® 4+ Be =3 #r 1sningar).

2. a <0 (Eftersom y(x) = e** och den dr begrdnsad pa [0, oo om och endast om a < 0.)



3. Eftersom det karakteristiska polynomet dr r2 + 4 si kommer den homogena lésningen att vara pa formen yy,(x) =
Asin(2z) + B cos(2x).

For att hitta partikuliirldsningen sa ansitter vi att y,(z) = aze®® 4 be* och beriknar

Y, + 4y, = 8axe®” + 8(a + b)e?

detta #r lika med ze?* om a = % och b= —%. Vi far saledes en allmén 16sning
erz eQx
y(x) = Asin(2z) + Bcos(2z) + R
Initialdata ger 0 = y(0) = B — &, dvs B=§. Vidare 0 =¢/(0) =24+ 1 — {1 sd A =
Detta ger
1 1 2z 2z
ylx) = 6 sin(2x) + 3 cos(2x) + a:eS - %

vilket &r vart svar.
1. -1 podng om man inte hittar den homogena losningen.
2. -2 podng om man inte hittar partikularlosningen.

-1 poéng f6r mer dn ett enkelt berdkningsfel.

- W

-1 poéng for varje allvarligt berikningsfel.

5. -1 podng om man inte forklarar sin 16sning.

Fraga 6: [Del 1, Modul 6]

1. Antag att f(z) har den konvergenta Maclaurinserien Y7 (22~ 2", Vad & f”(0)?
[ANGE ANDRADERIVATAN, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

2. Antag att [f®)(2)] < 2 for alla # € R och att andra ordningens Taylorpolynom till f(x) i punkten z = 1 &r
p2(z) =34 (z — 1)? vad &r det storsta véirdet |f(z) — p2(z)| kan ha da |z — 1] < &7

[SVARA MED ETT TAL, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

3. Berdkna andra ordningens Taylorpolynom i punkten zy = 1 till
flx) :/ e’ cos(2t)dt.
0

[MOTIVERA DITT SVAR.] (4poing)

3000

3. Taylorpolynomet av ordning 2 i punkten zo = 1 ges av uttrycket f(1) + (z — 1)f'(1) + 0] (r — 1)2. Vi behéver
saledes berdkna f(1), f/(1) och f”(1).

Vi berdknar

. 1
(1) = / e' cos(2t)dt = / —cos (2t)d { Partlell . } =ecos(2) -1+ 2/ el sin(2t)dt =
0 0

integration

. 1
=ecos(2) -1+ 2/ — sin(2¢)dt == Partlell . =ecos(2) — 1+ 2esin(2) — 4/ e’ cos(2t)dt =
integration 0

= ecos(2) — 1+ 2esin(2) — 4f(1).



Addera 4f(1) till hoger och vénsterled och dela med 5 for att hirleda

ecos(2) — 1 + 2esin(2)

)= -

Enligt analysens huvudsats sa kommer
f(z) = e cos(2x)

vilket leder till /(1) = ecos(2). Deriverar vi f'(x) igen sa far vi, enligt produkt och kedjeregeln, f”(z) = e cos(2x)—
2¢”sin(2z) sa f"(1) = ecos(2) — 2esin(2).

Andra ordningens Taylorpolynom &r saledes

ecos(2) — 15—1— 2esin(2) +(ecos(2)) (z — 1) + <ecos(2) —226 sin(2)> (@ —1)2.

Rattningsmall:

1. -1 podng om l6sningen inte dr férklarad.

2. -1 poéng om Taylors formel anviinds felaktigt.
3. -1 poidng for varje allvarligt berdkningsfel.

4. -1 podng om fler dn ett enkelt berdkningsfel gors.

Tentamen DEL 2.

Tankar om del 2 av tentan. Del 2 skall testa djupare kunskap for betyg C,B eller A. Jag tinker pa foljande sétt.

For ett C skall man kunna gora lite svarare berdkningar och ocksa ha studerat lite bredare. Jag hoppas ocksa att man
har last lite teori. Det &r rimligt att kriva att man kan gora uppgift 1 (rita grafer) och 2 (berdkna en lite svarare integral)
samt plocka nagra stropoang pa e — d—berdkningar (Uppgift 4) och bevis (Uppgift 3 och 5) for att fa ett C.

For ett B s& borde man kunna kriva i nistan perfekta svar pa uppgift 1 och 2 samt ett bra svar pa Uppgift 4 (e — ).
Detta skulle ge niastan 18 podng. Man bor dérfor aven kunna gora acceptabla bevis (Uppgift 3 och 5) for att fa ett B.

For ett A si skall man férutom att behiirska alla kursens berikningar kunna gora de flesta bevisen. En A student
bor darfér ha nistan 30 podng pa uppgift 1-5 pa del 2. Da man oundvikligen forlorar stropodng pa tal 1-5 sa forvintar
jag mig ocksa att en A student skall kunna gora tal 6. Tal 6 innehaller ett system av ordinéra differentialekvationer som
vi inte har diskuterat under kursen. Sa tal 6 kréver lite kreativt tdnkande. Man maste i princip kunna se att man kan
derivera den tredje ekvationen och anvinda de tva forsta for att fa en andra ordningens diff ekvation. Om man ser detta
s& blir uppgift 6 ganska latt. Men for ett A si maste man visa att man har potentialen att skapa nya idéer och anvinda
sitt kunnande for att 16sa problem som man inte har sett tidigare.

Varje fraga tilldelas 6 poéng. Totalt 36 podng. For C krivs 12 podng, for B kridvs 20 podng och for ett A krivs 28
poang.

Fraga 1: [Del 2] Skissa grafen till funktionen f(z) = arctan z+ 5. Ange noga alla singuldra punkter, extrempunkter
och beteendet av funktionen i odndligheten.

[MOTIVERA DITT SVAR.] (6 po#ng)

Svar: Vi delar upp var analys i flera steg.

Singuldra punkter: Arctan ér vildefinierad for alla . Men —*
noll.

Beteende i oéindligheten: Det giller att lim, ;o f(2) = lim, ;o arctan(z) +limy, o0 2=
och standardgrénsvirden. Pa samma sitt far vi lim, . f(2) = —73.

Derivataanalys fér vixande/avtagande och stationira punkter. Derivatan av f berdknas

har tva singulariteter, x = +1, dir ndmnaren ar

= 7 enligt summaregeln

, 1 1 222 —4?
P = gt -
241 22—-1 (22-1)2 (224 1)(z2 —1)2

enligt standardreglerna. Vi ser direkt att f’(z) < 0 da x # %1 (ddr den &r odefinierad) med = = 0 som enda stationér
punkt.



Vi kan darfor rita foljande skiss av grafen till f(x):

Ré&ttningsmall:

1. -1 podng om man missar den stationédra punkten.

2. -1 podng om man missar singuldra punkter.

3. -1 podng om man inte analyserar beteendet i odndligheten.

4. -1 podng om man inte gér nagon derivata analys for vixande och avtagande.

5. -1 poéng om man inte motiverar sin graf.

6. -1 till -6 podng om grafen &r felritad eller om den inte stimmer med ens berdkningar.

Fraga 2: [Del 2] Berékna foljande integral
/‘/§ cos?(2x)
——=dx
1 sin(2z)

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poédng)

Svar: Observera att 1 < § < V3 sa sin(2z) = 0 da x = 7/2 som ligger i integrationsintervallet. Detta innebér att

2
integranden C;;(giw)) dr singuldr. Vi maste darfor betrakta integralens som en generaliserad integral. Enligt definition sa

ar den generaliserade integralen

208 \2d) Rl | 1i il )
sin(2x) e—0t Jy sin(2x) m+6;1(1)1+ x/2e SIN(27)

V3 .2 w/2—¢ 2 V3 2
/ cos?(2x) dr = lim cos®(2x) cos®(2x) @)
1

om bada grinsvirdena existerar (och &r dndliga). Annars s& ar integralen divergent.
Det ricker saledes att visa att en av gransvirderna i (2) ar divergent for att integralen skall vara det. Vi kommer att
/2—¢€ cos®(2x)
sin(2x)

visa att lim,_o+ [} dx = co. Vi gor foljande berikning

/R Md [ variabel subst. -

1 sin(2x) v sin(2z) = t, cos(2z)dx = % -
= "9 cos(arcsin(®)) ), _ 1 / meIVIZE
B 2 S S

dt = ——
in(2) t 2 Jsin(2) t



dér vi har varit noga med att vilja ritt definitionsomrade for arcsin sa att vi far ritt tecken, dvs “”, framfor integralen.

Eftersom /1 — t? &r avtagande i [sin(2¢),sin(2)] si kan vi uppskatta integranden i (3) enligt

) - 1 —sin?(2)

t - t

darfor giller det att

2 Jsin(2) t 2 Jsiney 2 Jsin2e)

d& ¢ — 07 pa grund av sammanséttningsregeln for grinsvirden och lim;_, . In(s) = oo.
Enligt jamforelseprincipen sa foljer det att

) ™/27¢ cos?(2x)
lim ———>dx =0
=0t J; sin(2x)

och den generaliserade integralen dr ddarmed divergent.
Vi har ddrmed bevisat att integralen i uppgiften dr divergent.

Ré&ttningsmall:

sin(2€) /T2 sin(2) /T =2 sin(2) /1 — sin?(2) 1 —sin?(2)
71/ gdtzl/ 1 tdt>1/ \/ . dt:\/ . ( m(

sin(2) > .

sin(2e)

1. 3 poang for att stilla upp problemet ritt, dvs att inse att integralen ar generaliserad och angripa den pa det séttet.

2. 3 podng for att visa att nagon av de tva integralerna divergerar.
3. -1 poidng for varje allvarligt berdkningsfel.
4. -1 poidng for att inte motivera sina berdkningar.

5. -1 podng om svaret innehaller fler &n ett litet raknefel.

6. Da uppgiften ar lite av en trickfraga sa misstdnker jag att manga kommer forsdka berdkna integralen via en substi-
tution arctan(t) = x eller liknande. Om detta gors och studenten visar att han/hon behirskar integrationstekniker
val s& kan detta (felaktiga) angreppssitt ge upp till 4 podng. Réttningsmall for det felaktiga svaret kommer nedan.
Kom ihag att vi frimst testar for ett C betyg i den hir uppgiften. En kort och felaktig 16sning pa detta sitt &r:

Felaktig 16sning till fraga 2 (kort svar): Om man gor den felaktiga substitutionen arctan(t) = z sa far man

foljande integral:

dt =

/\/§ Cosz(2x)d 1 /”/3 (1—1t2)?
1

sin2e) T2, t1+ )

—{ artialbraksuppdelnin }—/W/S E—L dt =
=P pPp g 5= e \1 (1+¢2)2 —

1 4 n 18 32
= In — _—_—
3 94+71 16+ 72

Rattningsmall for det felaktiga svaret:

1. 1 poédng for att anvinda “rétt” substitution.

N

1 poéng for att fa ratt uttryck i den nya integralen.
1 podng for att partialbraksuppdela rétt.

1 podng for att berdkna integralen ratt.

5. -1 poédng for att inte forklara sina berdkningar (det krivs definitivt mer forklaringar &n i mitt korta svar ovan).

6. -1 poidng for flera enkla berdkningsfel.

7. MAX 4 POANG f6r detta svar.

Fraga 3: [Del 2] Lat f(z) vara uniformt kontinuerlig pa [0,1]. Bevisa att f(z) & Riemann integrerbar. Var noga

med att ange alla definitioner du anvinder dig av.



|FULLSTANDIGT BEVIS KRAVS DU FAR REFERERA TILL KANDA SATSER OM KONTINUERLIGA FUNKTIONER MEN INTE
TILL SATSER OM INTEGRERBARHET.| (6poing)

Svar: Vi vill bevisa, enligt definitionen fér Riemannintegrerbarhet, att det fér varje e > 0 finns tva trappfunktioner
O, och ¥, sa att O, > f(z) > ¥, och
I1(0) —I(P) <.

Med en trappfunktion pa [0, 1] avses en funktion som antar andligt antal viarden pa [0, 1], dvs att det finns 0 = zp < z1 <
2o < ... < x = 1 sa att funktionen &r konstant pa varje intervall |z, _1,x,[. Om ¥ ar en trappfunktion som antar virdet
an pa intervallet |z, _1, z,[ si definieras

k
U) = Zan(wn — Tp_1)-

Vi antar att f & uniformt kontinuerlig pa [0,1]. Detta innebédr att det for varje e > 0 finns ett . sd att for alla
z,y € [0,1]
|z —yl <de = [f(z) = fy)| <e

Vi vill anvinda den definitionen for att, givet ett ¢ > 0, konstruera ¥, och O..

Lat darfor e > 0 vara ett givet tal och vélj d./4 som i definitionen for uniform kontinuitet.

Vi borjar med att konstruera indelningen 0 = zg < z1 < ... < x; = 1 som vi behdver f6r att konstruera ¥, och ©..

Eftersom % — 0 da k — oo sa finns det ett k sa att % < O/ - fixera ett av dessa k. Vilj x, = 7, da giller det
uppenbarligen att 0 = xp < z; < ... <z, = 1.

Nu véljer vi virdena som ¥, och ©. antar pa intervallen |z, _1,x,[. Sitt
€
U (x) = f(zn) — ; ome Elzn_1, %[

och c
Oc(z) = f(x,) + 7 om? Elxn_1,Tn].

Enligt konstruktion sa géller det for « €]z, 1, x,[ att |z — x,| < % < Oc/q sa for x €]a, 1,2, [ géller enligt antagandet
om uniform kontinuitet att

Ue(w) = J(wn) = 7 < fl@) < flan) + ] = Oc(a).

Dvs. ¥ (z) < f(z) < O(x).
Vi behover dérfor bara visa att I(©.) — I(¥.) < e. Enligt definitionen av I sa géller

100~ 10 = 3 () + ) (o 0 = 32 (1) ) 0 - 00 =

n=1 n=1

k
DI
— 2k 2
vilket skulle bevisas.
Rattningsmall:

1. En del av fragan handlar om att kunna definitionerna si om nagon har fatt definitionerna (uniformt kont. trapp-
funktion och Riemann integral) ratt sa skall den ha minst 2 poédng.

2. Titta sen 6vergripande, har studenten visat att den har forstatt bevisets helhet? Ge en till 2 poédng for forstaelsen
som redovisas. Den hir uppgiften skall sarskilja A och B studenter fran resten si dra poang for “flumande”

3. Slutligen ge 1-2 poang for stringens. Kan studenten hantera matematisk formalism?

Fraga 4: [Del 2] Hitta foljande gransvérde lim, 4zx2+3 Bevisa ditt svar direkt utifrdn € — § definitionen for

.. .. 2 74x+8 ’
gransvarden.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poédng)

Svar: Vi gissar att gransvirdet ar i. For att bevisa detta sa maste vi visa att det for varje € > 0 existerar ett C, sa
att
z+1

N x2+3 1
T g =
422 — 4z + 8

422 — Az +8 4]

‘<e.



Observera att om C. > 2 (vilket vi kommer att antaga) och x > C. si kommer |z + 1| < 2z och |42 — 4z + §| >
|222 + 8] > 222. Dérfor kommer

<9 r+1 < 2x 1
T — < — = —.

4722 —4x + 8 222
Sa for varje € > 0 s& kommer

< €.

1
T > max (2,) =
€

z+1 < 1
422 — 4z + 8 T
Vi kan dérfor vilja C. = max (2, %)

Rattningsmall:
1. 2 podng for att skriva och anvinda definitionen ritt.
2. 2 podng for att inse att man maste inskrénka sig till Ce > 2.

3. 2 poéng for att korrekt genomfora beviset.

Fraga 5: [Del 2]

1. Visa, med ett motexempel, att foljande pastaende ar felaktigt: “Om f(x) dr deriverbar pa [0,1] och f(x) antar ett
lokalt maximum i punkten o € [0, 1] sd kommer f'(xq) = 0”.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (2poéng)

2. Lagg till ett nytt, och rimligt, antagande som ger ett riktigt pastdende och bevisa det nya pastaendet. Markera noga
vart du anvinder det nya antagandet.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.|] (4poing)

Svar:

1. Om f(x) =« sa dr f(z) deriverbar pa [0, 1]. Eftersom f &r kontinuerlig pa det slutna begrénsade intervallet [0, 1] s&
kommer det, enligt sats, att finnas ett zo sa att f(x) antar sitt maximum. Men f'(z) = 1 for alla z s& f'(z¢) =1 # 0.
Pastaendet ar darfor falskt.

2. Eftersom motexemplet hade sitt maximum pa randen till omradet sa gissar vi att det extra antagande vi behdver &r
att 2o €]0, 1] och modifierar pastaendet till:
“Om f(x) ér deriverbar pa [0,1] och f(x) antar ett lokalt maximum i punkten x¢ €]0,1[ sd kommer f'(z¢) = 0"
Det aterstar att bevisa pastaendet.

Vi antar att f(z) &r en deriverbar funktion pa [0,1] och att f(z) antar ett lokalt maximum i punkten z¢ €]0, 1[. Att
xo ar ett lokalt maixmum innebar att f(xg) > f(z) for alla « €]zg — K, 20 + k[ for ndgot k£ > 0. Eftersom xy ar en
inre punkt kan vi, om vi mdojligtvis gér « mindre, antaga att Jzg — &, o + £[C]0, 1], observera att vi hir anvinder
vart nya antagande.

Da f(x) &r deriverbar i z( foljer det att

. fl@ot+h) —flxo ., . fl@ot+h) = flzo
hgr([)lf h = flwo) = hlgfﬁ h '

(4)

Hér anvinder vi implicit slutsatsen att |z — &,z + k[C]0,1[ i det att vi antar att differenskvoterna i hoger och i
vinsterled dr definierade for godtyckligt smé h - dvs vi anviinder det nya antagandet hér.

Eftersom f(zo) > f(zo + h) for alla |h| < k kan vi dra slutsatsen att

J(zo+h) = f(
h

0 <0frh<0 (5)

och
f(xo +h) — f(x0)
h

da |h| < k. Enligt satsen for olikhet i 6vergang av gransvirden sa foljer det, fran (5) och (6) insatta i (4), att

0> lim f(@o+h) — f(xo — Flzg) = lim f(@o +h) — f(z0) >0,
h—0- h h—0+ h

>0 for h > 0 (6)

Dvs 0 < f'(x0) < 0 vilket skulle bevisas.



Réattningsmall:

1. 1 poidng for att hitta felet i pastaendet.

2. 1 podng for att visa att motexemplet &r ett motexempel.

3. 2 podng om studenten visar att han/hon férstar principen av beviset.
4. 2 poing for bevisets formella utforande (hinvisar till definitioner etc.)

5. Totalt max 2 poéng for beviset om studenten inte papekar vart det nya antagandet anvinds.

Fraga 6: [Del 2] Det &r Juni ar 1815 och utanfér Waterloo forbereder sig Napoleons, Wellingtons och Bliichers arméer
for drabbning. Napoleon har satt upp foljande matematiska modell fér det kommande slaget:

E'(t) = —=F(t)

P =~
F'(t) = -5 B(t) — 2552 P(t)

dar F(t), E(t) och P(t) &r antalet soldater i den Franska, Engelska och Preussiska armen ¢ timmar efter slagets borjan.
Parametern s € [0, 1] anger hur stor andel av den Franska hiren Napoleon avsitter for att angripa Wellingtons engelska
styrkor. Vid slagets borjan géller F'(0) = 100.000, E(0) = 60.000 och P(0) = 40.000.

Hirled en formel som anger hur manga franska soldater, som en funktion av s, som lever en timme efter slaget har
borjat. Dvs. berdkna F'(1) som en funktion av s.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poing)

Svar: Vi hérleder en andra ordningens differential ekvation for F(t) genom att derivera den tredje ekvationen med
avseende pa t:

3(1—s) anvind de tva 52 3(1—s)? 5s? — 65+ 3
Flit)y= 2B - 22" ppy =] & = L )+ 2 ey = (222200 pyy.
®) 10 ®) 20 ®) { forsta ekv. } 100 )+ 200 ®) 200 ®
Sa F(t) uppfyller
F"(t) — o®F(t) = 0, (7)

dir a = 5522’% vilken ar véldefinierad da uttrycket under kvadratroten alltid &r positivt.

Vidare sa géller det att F'(0) = 100.000 och enligt den tredje ekvationen att

1 _
fliOE(O) - 3(2708)P(0) = —6000s — 6000(1 — 5) = —6000,

dar vi anvéinde att E(0) = 60.000 och P(0) = 40.000.

Ekvation (7) har den allménna lésningen Ae®® + Be~ !, Initialdata ger att F(0) = A + B = 100.000 och F’(0) =
aA—aB = —6000 varur man enkelt beréiknar A = 50.000—3%2 och B = 50.000+ 2% Lisningen till initialvirdesproblemet
blir saledes

F'(0) =

000v2 \ e
F(t) = (50.000 - W) ¢

s L4 50_000+M ef@t_
552 —6s+3

10V2
552 — 65+ 3

F(1) som funktion av s blir darfor:

. 2 V552 —65+3
(50.000_ W) g

vz 4+ [ 50.000 +
552 — 65+ 3

30.000v/2 _ Ve oats
—————— ) G 10V2
552 — 65 + 3

Ré&ttningsmall:

1. Det viktiga i uppgiften &r att se om studenten kan skapa matematik i situationer som han/hon inte har sett tidigare.
Ge dérfor 2 poédng for att hirleda en andra ordningens diff ekvation fér F.

2 poang for att hitta rétt initialdata (dvs ekvationer f6r F'(0) och F’(0)).
2 poéng for att kunna berdkna F'(1) som en funktion av s.

-1 poéng for fler dn ett enkelt berdkningsfel.

AR S

-1 poéng for varje allvarligt berdkningsfel.

Kommentar: Matematisk kreativitet i all &ra. men det viktiga med det har talet &r naturligtvis att general Bliicher
var overtygad om att han var havande med en elefant vid tiden for slaget vid Waterloo. Detta &r det viktigaste jag har
att ldra ut och blir darfér det sista ordet i den hir kursen.



