Tentamen SF1602 12 Jan 2015

Hjilpmedel: Papper, penna.

Totalt 6 poing per uppgift. For godkiint pa modulen krivs 4 poéng.

For E krivs 4 godkinda moduler. For ett D krévs 5 godkinda moduler. Med 5 godkidnda moduler ges ratten att
skriva tentamen del 2 vilken ger mojlighet till C,B och A. Modulresultat fran tidigare kursomgangar géller ej - endast
modulresultat fran HT2014 géller.

Om plussning: Om du redan ar godkind pa kursen med ett D eller bittre sa behdver du inte skriva del 1. Om du
inte &r godkind pa kursen eller har ett E pa kursen sa maste du skriva del 1. Du behaller dock de moduler som du klarade
genom KSar eller inldmningsuppgifter under kursomgangen HT2014. Moduler som klarats vid tidigare kursomgangar eller
tentamen riknas inte.

Tentamen DEL 1.
Fraga 1: [Del 1, Modul 1]

1. Vilka av foljande funktioner &r kontinuerliga pa sina definitionsméngder
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[SVARA MED A, B, OCH/ELLER C OM MOTSVARANDE GRAF AR GRAFEN AV EN KONTINUERLIG FUNKTION. INGEN
MOTIVERING KRAVS.] (1 poing)

2. Ange en funktion f(z) definierad for alla z > 0 sa att lim, o f(x) = 0 och sa att ﬁ varken gar till +oo eller —oo
da x — oo.

[ANGE EN FUNKTION ELLER SVARA MED “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poing)

3. Hitta alla 1osningar till foljande ekvation: 2e2* — In (tan?(y/z) + 1) = 21n (] cos(y/z)|) + €.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4 poidng)

Svar fraga 1:

1. A och C ar kontinuerliga. Observera att A dr kontinuerlig trots att grafen inte dr sammanhéingande da funktionen
ar definierad pa ett icke sammanhangande intervall.

2. f(l’) _ sinz(w)

3. Vi borjar med att observera att tan?(y/z) +1 = SinQ(\C/i)zt\C/O;)z oo = |Cos(i/5)|2 ddr vi anvinde den trigonometriska

ettan och att a? = |a|? i den sista likheten. Det foljer dérfor att

—In (tan*(v/z) + 1) =—ln< |2> = 21In (| cos(vz)|),

1
[cos(v/z)

dédr den sista likheten foljer av logaritmlagen aln(b) = In(b*). Eftersom 21n (| cos(y/x)|) ingar i bade hoger och
vansterled in den givna ekvationen si kan vi forkorta bort de termerna och reducera ekvationen till

2e*" =" = 2(e")? —e* =0,
eftersom e®® = (¢?) enligt lagarna fér exponentialfunktionen. Om vi séitter y = e® si reduceras ekvationen till

1
2y2+y0éy{ 5eller

Eftersom e® > 0 for alla x s& kan vi dra slutsatsen att y > 0 vilket implicerar att y = 1/2. Eftersom e* =y = 1/2
sa foljer det att © = —In(2) vilket &r vart svar.



Rattningsmall: De forsta delfragorna réttas bara ratt (1poédng) eller fel (Opodng).
Den tredje delfragan testar fraimst kunskap om berékning med de elementéra funktionerna. Helt rétt svar ger 4poéng.
For ovrigt sa giller

1. -2 podng om inga motiveringar gors, -1podng om motiveringarna &r bristfilliga.
2. -1 poéng for att anvinda en logaritmlag, lag for trigonometriska funktioner, eller lag for exponentialfunktionen fel.

3. Max 2 poiéng om man inte kan l6sa 2% = .

Fraga 2: [Del 1, Modul 2]

1. Lat f(x) vara en kontinuerligt deriverbar funktion pa [0,2]. Ange tangentlinjens ekvation till f(x) i punkten z = 1.
[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

2. Skissa grafen av en funktion f(z) pa [—1, 1] som inte &r deriverbar i punkterna z = 0 och = 1/2.
[SKISSA GRAFEN ELLER ANGE “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

3. En partikel i ett kraftfilt har positionen P(t) i tidpunkten ¢ dir P(t) uppfyller ekvationen P?(t) = In(t + v/2 + t2).
Berdkna tidpunkten ¢y da P(tg) = 2 samt partikelns hastighet i tidpunkten ¢.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS. DU FAR ANTAGA ATT P(t) AR DERIVERBAR.| (4poéng)

Svar fraga 2:

1. Tangentens ekvation ar f/'(1)(x — 1) + f(1).

2.

3. Vi dr intresserade av tidpunkten da P(tg) = 2 dvs da 4 = P(tp)? = In(to + /2 + t3) vilket #r samma sak som
et =to++/2+ t2. Vi subtraherar ¢ fran bada leden och kvadrerar och far da

64

t3+264to+68=2+t3—>t0:e_4—?.

Vi deriverar bada leden (implicit derivering) i P%(t) = In(t + v/2 + 2) och far

}:2P(t)P’(t):1<l+ t ) 1 <t+\/th2> 1

ar(t) _ { produkt

dt regeln t+ 2+ 2 Vei2) t1veie\ vVere | Ve

dér vi anvinde logaritmens derivata och kedjeregeln for att berdkna hogerledets derivata. Om vi stoppar in t = ¢g
och anvinder P(tp) = 2 i ovanstaende uttryck sa far vi

4P (tg) =

1 —_
V2415 1+e 842

Detta ger hastigheten att i ¢g &r
P'(to)

" V16 + 166 8 + 4¢3

1

. — 4 . ..
Svar: Tldpunkten to=¢€ 4_ % och hastlgheten ar Pl(to) = W.



Réttningsmall: Uppgiften testar frimst formagan att derivera och manipulera uttryck.
1. 1 poéng for vardera av de forsta tva delfragorna. De réttas bara ratt/fel.
2. Att kunna derivera In(¢ + v/2 + ¢2) (eller kvadratroten ur densamma) skall ge 2 poéng.

3. Formelmanipulation skall ge 2 podng. 1poédng for att berdkna ty och ett poing for att kunna sétta in ¢y pa ett riktigt
sétt i uttrycket for P’ (o).

4. Minus upp till tva podng fér att inte beskriva vad man gor. Det &r lite knepigt att avgéra hur mycket som skall
skrivas men nagon medvetenhet om teorin skall visas.

Fraga 3: [Del 1, Modul 3]

1. Ge ett exempel pa en funktion f(z) definierad pa [—1,1] s att f(x) har minst en primitiv funktion definierad pa
[—1,1] som inte &r deriverbar i = 0.

[ANGE f(z) ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

2. Antag att F'(x) dr primitiv till f(x) pa R. Vilken funktion &r e” F'(sin(x)) primitiv till?
[DITT SVAR FAR INNEHALLA FUNKTIONERNA f OCH F. INGEN MOTIVERING KRAvS.] (1poing)
3. Hitta alla primitiva funktioner till €% (¢3* + 7) e,

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar fraga 3:
1. Omojligt. En primitiv funktion &r deriverbar per definition.
2. e F(sin(x)) + e* cos(x) f (sin(z))

3. Vi substituerar y = e3* och berdknar

dy = 3e3%d d 1
/eﬁw(e3x+7)148dm:{ dzzgjdyx }:/yz(y+7)148y:/y(y+7)148dy.
Yy

Jy 3
Vi skriver om (y + 7)'*® = ﬁ% och gor en partiell integration i integralen:
1 / 148 1 d(y+7)"
2 [yly+7) Tdy = / y dy =
3 ( ) 3-149 dy
149 1 149
— v D - o [y =
1 149 1 150
e’ Ty vt O
dir C &r en godtycklig konstant. Atersubstituerar vi y = e3* sa far vi
62 [ 3x 148 1 4./ 3 149 1 3z 150
dr — - -
/e (e +7) T =3 110¢ (e +7) 3.149.150(6 +7) +C

vilket &r vart svar.

Réttningsmall: Den hir uppgiften testar frimst férmagan att hitta primitiva funktioner.
De forsta delfragorna ger 1 podng styck. Réittas bara med rétt/fel. For delfraga 3 géller:

1. Upp till -2 podng for daliga motivationer. Speciellt sa vill jag se en medvetenhet om det teoretiska underbygget av
berdkningarna. Vissa buzzworlds bér ndmnas sasom partiell integration och substitution. Anvind ert omdoéme nér
ni rattar.

2. Att kunna substituera skall ge 2 podng och att kunna partiell integration skall ge 2 poang.

3. Om nagon forsoker att utveckla (y + 7)149 binomialsatsen sa riatta hart och dra podng om l6sningen blir olaslig da
metoden dr dalig. Men om metoden &r réitt genomford och ger ett lisligt svar sa skall den metoden ge full poédng.



Fraga 4: [Del 1, Modul 4]
1. Ge ett exempel pa en funktion f(x) definierad pa [0, oo sa att den generaliserade integralen fooo f(z)dz ar divergent

och den generaliserade integralen [* f?(z)dx &r konvergent.

[ANGE f(x) ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

@

2. Ange derivatan av F(z) = [; sin” (t)dt.

[ANGE DERIVATAN VARDE ELLER “OMOJLIGT”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poing)

3. Beriikna foljande integral foﬂ/z __sin2e) g

cos?(2z)—cos(2z)—6

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS| (4poing)

Svar fraga 4:

R Y
2. e®sin’(e?)

3. Viborjar med att observera att integranden &r kontinuerlig och att integralen darfor existerar eftersom kontinuerliga
funktioner &r integrerbara pa slutna begrénsade intervall. Speciellt sa &r integranden en sammansittning av kon-
tinuerliga funktioner och ndmnaren uppfyller cos?(2x) — cos(2z) — 6 < —4 s& nimnaren &r aldrig noll. Darfor sa r
integranden kontinuerlig.

Vi gor substitutionen y = cos(2z) vilken &r vildefinierad da cos(2x) dr avtagande och deriverbar pa integrationsin-
tervallet. Vi far (ndgot informellt) att dy = —2sin(2z)dz och att y =1 dd 2 =0 och y = —1 d& = = «/2. Saledes

sa far vi P ) )
T sin(2x) 1 [~ 1 1 1
de = —= ———dy = = ——d 1
/0 cos2(2x)—cos(2x)—6m 2/1 yz—y—Gy 2/,1y2—y—6 v @)

dér vi dndrade integrationsordningen i det sista steget, och darfér multiplicerade bort —1 framfor integralen.

Integralen i y dr 6ver en rationell funktion som vi ldmpligen partialbraksuppdelar. Rotterna till nAmnaren ges enligt
p, g-formeln y = % + % +6 = % + % d.v.s. y = —2eller y = 3. Vi ansétter dirfor att
1 a b

= =1= by —3 2b
pp— y+2+y73 (a+b)y —3a+

vilket ger, genom att jamfora koefficienter i VL och HL, ekvationssystemet

sl

dar jag (av pur ldttja) har underlatit att beskriva hur det elementira ekvationssystemet loses (fraga Per Kulberg om
ni inte vet...).

Sétter vi in yg_ly_ﬁ =+ %y—i?) i(1) sa far vi

y+2
1 ! 1 1 /= 1
2/_1y2—y—6 Y 10/_1(y+2+y—3) Y

— % [~ In(Jy +2]) +In(jy — 3D]=L, = % (=In(3) +In(1) +In(2) — In(4)) = —

dér vi anvéinde logaritmlagar for att forenkla vart svar i den sista likheten.

In(6)
10 ’

.orm/2 sin(2z) _ In(6)
Svar: fO 0032(2x)—cos(2x)—6dx — T 10 -

Réattningsmall: Den hér fragan dmnar framst att se att studenten kan integrera. Som alltid sa réttas delfraga 1 och
2 enbart med rétt/fel och ger en poédng styck. For delfraga 3 giller

1. Upp till tvad minuspodng for att inte forklara sin 16sning.

2. Att kunna substituera korrekt skall ge tva podng.

3. Att kunna partialbraksuppdela skall ge tva poéng.



4. Ett enstaka enkelt berdkningsfel skall inte ge podngavdrag om det inte vittnar om att studenten inte har férstatt ett

viktigt moment i kursen (tex att anviinda en logaritmlag pé ett uppenbart felaktigt séitt). Flera enkla berdkningsfel
skall dock bestraffas.

Fraga 5: [Del 1, Modul 5]

1.

Ange en andra ordningens differentialekvation y” (z) +ay’(z)+by(x) = 0 s& att alla 16sningar y(x), oavsett initialdata,
uppfyller lim, - y(z) = 0.

[ANGE DIFF EKVATIONEN ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS] (1poéng)

. Skissa, i ett koordinatsystem, vektorféltet till foljande differentialekvation: y'(x) = \/|z| samt l6sningen som uppfyller

y(0) = 1.

[GOR EN TYDLIG MEN ENKEL SKISS AV VERKTORFALTET OCH LOSNINGSKURVAN. INGEN MOTIVERING KRAVS]
(1poing)

Los foljande differentialekvation:

y'(z) — 2y (z) + y(x) = e**sin(z) for z € R

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar fraga 5:

1.

Tex y" +3y' +2 =0d.v.s. a=3och b=2, det viktiga &ar att det karakteristiska polynomet har tva negativa rotter.

Vi bérjar med att hitta den homogena I6sningen. For det sa ldser vi det karakteristiska polynomet r? — 2r + 1 = 0,
d.v.s. 7 =1 vilket dr en dubelrot enligt p, g—formeln. Vi far darfér den allménna homogena 16sningen

yn(x) = axe® + be”
for godtyckliga tal a,b € R. Innan vi bestdmmer a och b sa behdver vi hitta en partikularlésning.
For att hitta partikuldrlosningen y,(z) sa gor vi standardanséttningen
yp(2) = ce®® sin(z) + de*” cos(x),
for c¢,d € R. Om vi sétter in y, i differential ekvationen sa far vi
Yo (z) = 2y, (@) + yp(x) = (4ce®” sin(x) + 4ce®” cos(x) — ce®” sin(z) + 4de®” cos(z) — 4de*” sin(z) — de*” cos(z)) +

+2 (2ce** sin(x) + ce*” cos(z) + 2de*” cos(x) — de*” sin(z)) + (ce®” sin(z) + de*” cos(z)) =
= —2de*" sin(x) 4 2ce®” cos(z).
Jamfor vi detta med hogerledet i differentialekvationen sa ser vi att —2d =1 och 2¢ =0. Dvs d = —% och ¢ =0.
Vi far dérfor att

2

1
y(z) = axe® + be” — 2¢ ¥ cos(x)



&r en 16sning till differentialekvationen for alla a,b € R. Eftersom y(0) = —3 s& méste

—% =a-0-e +be — %eocos(O) =b=0.
Pa samma sétt ger y'(0) =1 att
1=ae’ +a-0-e —e?cos(0) + %ez'osin(()) =a—1=a=2.
Vi far darfor att:

Svar: y(z) = 2ze® — e* cos(x) l6ser initialvirdesproblemet.

Rittningsmall: delfrdga 1 och 2 rittas bara ritt/fel. For delfraga 3 géiller
1. Upp till tva podngs avdrag om losningen inte dr forklarad.
2. 1 poéng for att hitta den homogena 16sningen.

1 poéing for att gbra rétt ansdttning for partikuldrlésningen.

- w

1 podng for att hitta ratt partikuldrlosning.
5. 1 podng for att lyckas anpassa initialdata.

6. Vildigt enkla berdkningsfel skall inte bestraffas.

Fraga 6: [Del 1, Modul 6]

1. Lat f(x) =3+ 7(x —3) — 2(z — 3)* + 3(x — 3)®. Vad ér fjirde ordningens Taylorpolynom till f(z) i punkten x = 3?

[ANGE TAYLORPOLYNOMET ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”, INGEN MOTIVERING KRAVS.|

(1poiing)

2. Lat y(z) vara losningen till foljande differentialekvation 2y” (x) — 3y’(x) = 322 + 1, y(0) = 1 och 3'(0) = 2. Vad &r

forsta ordningens Maclaurinpolynom till y(x)?

[ANGE MACLAURINPOLYNOMET ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA’, INGEN MOTIVERING KRAvS.] (1poing)
3. Beriikna virdet av f(9/10) med maximalt fel 1073 da
f(z) = In(1 + 327).
[MOTIVERA DITT SVAR.| (4poéng)
Svar fraga 6:
1. 34+ 7(x —3) —2(x — 3)*
2. 1422
3. Vi anvinder en Taylorapproximation av g(y) = In(1 + 3y) kring y = 1. For detta sa berdknar vi
9(1) = In(4) =
g'(y) = 1+33y =g'(1) =%
q"(y) = (1+_3y)2 =g"(1) = ;T?
g3 (y) = (1+‘)§y)s =g¥(1) =2 =2
() = it =
Saledes sa &r, enligt Taylors formel,
3 9 9 81 1
=@ +S(y—1)——=@y—-12+—(y—1)>3—-— - 1)?
9@) =)+ 1y -1 - oy -1+ 2y -1)" = 5 a +?)yl)4(y )%
for nagot ¢, mellan 1 och y.
Observera att f(r) = g(z?) sa
£(9/10) = g(81/100) = In(4) — §(19/100) - g(19/100)2 - 3(19/100)3 - gé(19/100)4
-9 - 4 32 64 4 (14 3y)" '



Eftersom y; € [81/100, 1] sa kan vi skatta resttermen

81 1 81 1 1
— = (19/100)* < — <
4(1—|—3y1)4( /100) = 4 (1+3x81/100)3 54 —
S8 1 1 811 1
~ 4 (34/10)45% = 4 5434 ~ 4.625 ~ 1000’

5 H 5 19 1 81 __ 343 34
dér vi anvénde att 55 < £ och att 1+ 35 = 355 > 15~

Vart svar blir darfor

3 (19/100)

£(9/10) ~ In(4) - 5

9 9
— 2(19/100) — —(19/100)*
55 (19/100)2 = =.(19/100)

med ett maximalt fel pa 1073,

Rittningsmall: Delfraga 1 och 2 rittas bara ritt/fel. For delfraga 3 giller.
1. Minus upp till 2 poéng for daliga forklaringar.

2. Det viktiga dr att studenten kan anvinda Taylors formel. Att gora en ratt ansittning &ven om man inte klarar av
att skatta felet korrekt skal darfér ge 2 poéng.

3. Enkla riknefel som inte forenklar talet skall inte straffas.

Tentamen DEL 2.

Varje fraga tilldelas 6 poang. Totalt 36 podang. For C kravs 12 poang, for B kridvs 20 poang och for ett A kravs 28
poang.

Fraga X: Ange om du har D eller bittre fran en tidigare kursomgang och om du &r hér for att plussa.
Fraga 7: [Del 2] Lat F(z) = foem cos(t?)dt.
1. Hitta alla lokala maxima till F'(x).

[MOTIVERA DITT SVAR.] (3 poéng)

2. Hitta det x > 0 dir F(x) antar sitt maxvérde.

LEDTRAD: Om x1, 2, ... dr lokala maxima till F(x) kan du visa att F(xp41) > F(zk) eller F(zp41) < F(ag)?

[MOTIVERA DITT SVAR.] (3 poéng)

Svar fraga 7:

1. Vi borjar med att hitta de lokala extrempunkterna, dvs de punkter dar F’(xz) = 0. For det si berdknar vi enligt
kedjeregeln och analysens huvudsats
F'(z) = €® cos(e*®).

Eftersom e” > 0 s& kommer F’(z) = 0 om och endast om cos(e**) = 0, dvs om €?* = Z + kr for k = 0,1,2,.... Lat
oss kalla de lokala extrempunkterna xy = 3 In(m/2 + kn) for k =0,1,2, ...

For att hitta lokala maxima sa undersdker vi om F”'(zy) < 0. Vi berdknar
F'"(x) = e” cos(e**) — 237 sin(e?*),
eftersom cos(e?®*) = 0 for alla k s& far vi att
F"(x},) = —2€3* sin (g + kﬂ') = 2(—1)F+1edon,

Eftersom 37 > 0 s far vi att F”(z2x) < 0 och F”(z2,41) > 0 for alla k = 0,1,2, ... Saledes &r xo, = 3 In(7/24 2km)
lokala maxpunkter.

Det aterstar att undersoka randpunkten z = 0. Da z = 0 sd & F'(0) = cos(1) > 0s& = = 0 &r inte en lokal maxpunkt
da derivatan maste vara icke positiv for att en vinster randpunkt skall kunna vara ett lokalt maximum.

Svar delfraga 1: Fdljande punkter: xq) = %1n(7r/2 +2km) for k= 0,1,2,3,... ar alla lokala maxima da x > 0.



2. Vi anvénder ledtraden och undersoker skillnaden mellan tva lokala maxima

\/7/24+2kT+27

subst.t? = s 1 [T/ g
F(zar12) — Faag) :/ cos(t?)dt = { di= 14 } = */ ( )ds =
N/ T/242kT - 27\/5 o 2 7 /242kT \/g
1 7w /242kT+m 3 1 /24 2kn+27 3
_ 7/ cos(s) ds + 7/ cos(s) ds. @)
2 7 /242kT \/g 2 /24 2kT+T \/g
—— ——
<0 >0

Vi observerar att eftersom % dr avtagande och cos(s) < 0 pa [r/2 + 2knw, 7/2 + 2k7 + 7] s&4 kommer

cos(s) < cos(s)

Vs T \/m/2+2%kr+7

da s € [n/2 + 2km, /2 + 2km + 7],

och pa samma sitt
cos(s) < cos(s)

Vs T \/m/2+2kn+ 7

eftersom cos(z) > 0 pa [7/2 + 2km + m,7/2 + 2kmw 4 27w]. Vi observerar ocksa att dessa olikheter &r strikta i det inre
av intervallet.

Vi kan anvinda dessa olikheter i (2) och hérleda att

da s € [7/2+ 2km + m,7/2 + 2k + 27,

1
2\/m/2+ 2kn +

Dar vi anvénde att vi integrerar cos(s) éver en hel perjod i den sista olikheten.

F(zory2) — Fwog) <

w/242kT+7 7/242kT+27
/ cos(s)ds —|—/ cos(s)ds| =0
7/2+2kT w/242kT+7

Det foljer att F(zax) &r en striangt avtagande foljd i k& och det maximala vérdet hittas for k = 0. Vi far saledes

max F(x) = F(xo).

Svar: Maximum hittas i zg = %1n(7r/2).

Réttningsmall: Deluppgift 1 dr ganska standard. 1 podng foér att hitta extrempunkter, 1 podng for att hitta de
extrempunkter som har negativ andraderivata, 1 podng for att verifiera att £ = 0 inte dr en lokal maxpunkt. Enkla
berdkningsfel skall inte bestraffas - men mer alvarliga beridkningsfel (sdsom att gloma den inre derivatan vid berikning av
F'(x)) skall bestraffas.

Deluppgift 2 &r mycket svarare. Det viktiga dr att se om studenten kan skatta integraler. Om integralen skattas
ritt skall tva podng ges. Enkla riknefel skall inte bestraffas om de inte &r flera eller leder till avsevirda forenklingar av
uppgiften.

Icke, eller daligt, motiverade 16sningar skall bestraffas med upp till tva minspoing.

Fraga 8: [Del 2] Approximera e cos(x3) pa [—1/2,1/2] med ett polynom s att felet blir maximalt 1073.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poédng)

Svar fraga 8: Vi anvinder standardutvecklingarna fér Maclaurinpolynom

1 1 1
y:1 72 73 7y04
e +y+2y —|-6y +24ey
och
(z)—l—le—i—icos(z )2t
cos(z) = 3 51 0

for nagra tal mellan yy och zg sa att yg ligger mellan 0 och y och 2y mellan 0 och z.
Speciellt sa far vi att om z € [~1/2,1/2] och y = 2%, dvs |y| < %, s& kommer

6”2—1—x2—1x4—1m6 < ! i < 2 _ 1
2 67 | = 24447 —12.256 1530’
=—p(x)

dir vi anviinde att e? ir viixande sa |e¥| < e'/* om |y| < 1/4 samt att e/ < 2 (eftersom e < 2* = 16).
P& samma siitt far vi med 2z = 23, vilket gér att om = € [~1/2,1/2] s& kommer |z| < 1/8, och | cos(z0)| < 1

; Lo 1 _ 1 _1 1
cos(z”) —1+ 52" | < o115 S 379w < om0 < o2

=—q(z)




dir vi ocksd anviinde att 219 = 1024 > 103 i den sista olikheten. Vi forstar p(z) och g(z) att vara definierade som de
polynom som indikeras i ekvationerna.
Vi far darfor, genom att anvdnda elementir algebra och triangelolikheten, att

2 2 2 2
e cos(a?) — p(e)a(x)| = |- (¢ = p()) (cos(z?) = gl)) + (¢ = p(x)) cos(a?) + (cos(a®) — g())e”” | <
2 p 2 B 2
< |e" = p(@)| |eos(a?) = a(@)| +[e”* = p(@))| | cos(a®)| + [cos(a®) — qla)] [e**] <
—_—  — — —
<10-3 <10-12 <_1 <10-12
> — 1530
1 3
<—4+-°"-<107°
— 1530 + 1012 — ’
dér vi ocksd anviinde att | cos(x3)| < 1 och ‘612‘ <2daze[-1/2,1/2].
Vi har alltsa visat att
4 LL'G LUS xlO $12

z? 3\ _ 2, v T Tr- T
e’ cos(z®) = p(x)g(z) =1+ —|—2 3 5 1 15

med maximalt fel 1072 da = € [-1/2,1/2].

Réttningsmall: Det viktiga i den hér uppgiften ar att kunna gora svara skattningar med Taylorserier.

[y

. 1 poéng for att kunna berdkna elementira Taylorserier (dvs Taylorserien av cos och e®).

[\

. 1 poédng for att gora rimliga anséttningar (tex att skriva funktionen som e¥ cos(z) och dérigenom férenkla berékningarna).
3. 2 podng for att kunna skatta feltermerna i y och z (speciellt sa skall y € [0,1/4] och z € [-1/8,1/8] anvéndas).

4. 2 poéng for att skatta felet for produkten av Taylorserierna.

5. upp till -2 poédng for daliga motiveringar.

Min gissning &r att den hir uppgiften kommer att l6sas pa manga olika sitt. Rétt svar skall ge full podng. Men en
dalig metod (sasom brute force) skall bestraffas om den leder till fel eller blir oléslig.

Fraga 9: Lat f(r) = 23 — 42?2 — 62 + 24 — (z — 5/2) In(x).

1. Givet att xg = 5/2 &r en approximativ 16sning till ekvationen f(x) = 0. Anvind Newton-Raphsons metod (en
iteration &r tillrickligt) for att hitta en battre approximation z till 16sningen.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.| (3podng)

2. En beriikning med miniriknare ger att f(z1) ~ 0.0071. Bevisa att x;, fran deluppgift 1, ligger inom 102 fran ett
riktigt nollstélle till f(x) = 0.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.|] (3poing)

Svar fraga 9:

1. Enligt Newton-Raphsons metod sa borde

o= 2o — (o)
f'(o)
vara en bittre approximation till 16sningen. Vi berdknar dérfor
—5/2
f/(x) =32 —8x — 6 — In(x) — =5/
x
vilket ger
3-25 40 5 29 5
/ - S o o
f(5/2) = ) 5 6 1n<2> 1 In <2>
Vi far ocksa att 195 30 3
5/2) = — —25— — 424 = ——.
16/2) = = S 2=

Saledes sé ar
3

5 5
T W m(3) 2 58+8m(3)

vilket &r vart svar.



2. Vivill anvinda medelvirdessatsen for att skatta felet. Sa antag att f(z*) = 0 och att * = 1. Enligt medelvirdessat-
sen sa giller
_ | fla)

= , 3
7 ©)
for nagot € mellan 27 och x*. Eftersom vi vet vad f(x1) r (givet i uppgiften) sa riacker det att uppskatta f'(£) for

att skatta felet |x; — z*|. Eftersom vi inte vet vad £ ar s& maste vi forst hitta ett intervall dér vi kan vara sidkra pa
att € ligger och sen skatta f'(z) for alla = i det intervallet.

Vi vet att f(5/2) < 0 fran deluppgift 1. Vi kan ocksa enkelt berdkna

flar) = f(@") = f/(&)(z1 — 2") = |21 — 27

sa, enligt satsen om mellanliggande virden sa har f(x) ett nollstdlle i [2,2/5]. Vi kan dérfor anta att «* € [2,5/2],
vi vet redan att x; € [2,5/2] enligt deluppgift 1. Eftersom ¢ ligger mellan 27 och z* si kan vi dra slutsatsen att
§€(2,5/2].

For alla = € [2,5/2] sa giller det att

x—5/2 75 13 13

f(x) =32 =8z — 6 — In(z) — < Z—lG—G—ln(Q) :_Z_ID(Q) < ——

)

X

dér vi ersatte varje positiv term med det maximala virdet i intervallet och varje negativ med det minimala. Vi kan
dra slutsatsen att

|f'(z)] > % for alla x € [2,5/2]
och darfor sa |f/(£)| > 13/4. Anvander vi detta och f(x1) ~ 0.0071 i (3) s& far vi

0.0071
13/4

|1 —2*| < <1072

vilket skulle visas.

Riattningsmall: Den hér fragan testar, naturligtvis, formagan att anvinda Newton-Raphsons metod. Men den testar
dven briadden av kunskap (om studenten har fokuserat pa de mindre centrala delarna i kursen.).

1. I delfraga 1 sa &ar det viktigt att kunna anvinda Newton-Raphsons metod. Jag dr speciellt intresserad av om man
anvinder ritt formel - det dr inte ett minnestest utan ett test om studenten har forstatt idéen och kan hérleda
uttrycket.

(a) Att anvinda rétt formel 2 poéng.

(b) Att berdkna z;1 pa ett korrekt sitt 1 podng. Att endast visa att man kan derivera skall ge maximalt 1 podng.

2. Delfraga 2 dr mycket svarare dn delfraga 1. Jag kan tinka mig att svaren kommer att vara vildigt olika och att
riattningsmallen kommer att vara till foga hjilp. Den skall rittas enligt foljande.

(a) 1 podng for att visa att det ligger ett nollstélle mellan 2 och 5/2.
(b) 1 poéng for att skatta derivatan.

(c) 1 poéng for att anvinda medelvirdessatsen rétt.

Daligt motiverade svar skall straffas med upp till tva minuspoéng.
Fraga 10: [Del 2]

1. Berdkna f6ljande griansvirde:

. [ cos(In(1 + t))dt

z—0 et — 1

[EN FULLSTANDIG OCH NOGRANN MOTIVERING KRAVS, DU FAR INTE ANVANDA DEL 2 UTAN ATT BEVISA DEN.]
(3poiing)

2. Visa att i allmanhet om f(z) dr kontinuerligt deriverbar och g(x) tva ganger kontinuerligt deriverbar i en omgivning
av x = 0, och om ¢(0) =0, ¢’(0) # 0 da kommer

hmﬁ7mﬁ:f@
a—=0  g(x) g'(0)

[ETT KOMPLETT BEVIS KRAVS DAR DU NOGA REFERERAR TILL KANDA SATSER SOM DU ANVANDER.| (3poing)



Svar fraga 10:

1. Vi vet att cos(x) ar kontinuerlig for alla 2 och In(1 + ¢) &r kontinuerlig for |¢| < 1, speciellt for ¢ néra noll. Darfor

s& har cos(In(1 + z)) en primitiv funktion

Flz) = /O " cos(In(1 + £))dt

definierad for || < 1. Enligt analysens huvudsats sa dr F' deriverbar och darfor kontinuerlig. Det foljer att

lim F(z) = F(0) =0,

z—0

eftersom integralen fran 0 till 0 &r noll. Vidare si vet vi, eftersom e” ér kontinuerlig, att lim, o (e* — 1) = e%—1 = 0.

Grinsvirdet &r dirfor av typen “9” och vi borde kunna anvinda I"'Hospitals regel. For att anvinda I"'Hospitals regel
s& maste vi visa att F'(z) och e” — 1 dr tva ganger kontinuerligt deriverbara. Att e” — 1 dr odndligt deriverbar foljer
av att e” och att alla konstanter dr det. Vi vet ocksa, fran analysens huvudsats, att F'(z) = cos(ln(1l + z)) och
cos(In(1 + z)) dr kontinuerligt deriverbar i en omgivning av noll eftersom cos(In(1 + x)) 4r en sammanséttning av
In(1 + z) vilken &r deriverbar i en omgivning av noll och cos vilken &r deriverbar pa hela R. Det foljer att F’(x) &r

kontinuerligt deriverbar i en omgivning av noll och darfoér att F(z) &r tva ganger kontinuerligt deriverbar.

Vi far darfor anvinda I'Hospitals regel och berdkna

i F(x) _ F'(0) _ cos(In(1)) _1
z—0 e — 1 e 1 '

Svar: Gransvardet ar 1.

. Vikan bevisa detta genom att anvinda I’Hospitals regel som i foregaende fraga. Men vi véljer att gora ett direkt bevis
istallet (om nagon skulle ldsa dessa losningar si kanske det skulle vara larorikt att se en annan metod). Eftersom
f(z) ar kontinuerligt deriverbar sa kan vi skriva, enligt Taylors sats, f(t) = f(0) + By(¢t)x dér Bf(t) &r en begrinsad
funktion. P& samma sétt s& kan vi skriva g(z) = g(0) + ¢’(0)z + By(z)z? = ¢'(0)z + By(x) dér B,(x) dr begrinsad,
vi anvinde ocksa att ¢(0) = 0 enligt hypotes.

Vi far saledes

Iy fydt i f(0)z + [ By(t)tdt - F(0)+ L [ By(t)tdt

T A g0t By A g(0) + By(a)a @)

)
Eftersom By(z) dr begrénsad nédra noll sa kommer lim, o (¢'(0) + By(z)x) = ¢'(0) # 0. Vidare sa géller det enligt
integralkalkylens medelvirdessats att

1 x
> [ Bt =By

for nagot &, sa att |€;] < |z|. Eftersom Bjy(&;) &r begrénsad néra noll och |£;| < |z| — 0 d& z — 0 s& {6ljer det att

€T

lim <f(0) +:1c/0x Bf(t)tdt> = { St } — lim £(0) + lim ~ By(t)tdt =
=f

regeln z—0 =0T Jg
(0) + lim By (&2)€x = f(0).
z—0
Vi kan nu anvénda kvotregeln pa (4) och berékna

o o S@dE Time o (f(0) + 1 fy Br(t)tdt) _ £(0)
250 g(x) i (9/0) + By@)z)  g(0)

vilket skulle bevisas.

Ré&ttningsmall:

1. Delfraga 1 testar frimst om studenten kan sdtta ihop olika teoretiska moment till nya situationer. I det hér fallet

analysens huvudsats och ’'Hospitals regel.

(a) 1 podng for att verifiera att téljare och ndmnare ar noll.
(b) 1 poéng for att visa att I’Hospitals regel &r applicerbar.

(¢) 1 poéng for att berikna grénsvirdet.

2. Delfraga 2 testar om studenten kan bevisa en ny sats - i det har fallet en enkel sats. Jag vet inte riktigt hur en

rattningsmall skall skrivas for ett bevis. Sa det ligger mycket pa rattaren att avgora vad som dr stringent.



Fraga 11: |Del 2] Antag att f(z) och g(z) &r integrerbara pa [0, 1] och att a,b > 0 &r givna tal. Bevisa, direkt utifran
definitionen, att af(x) + bg(x) &r integrerbar.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6poéng)
Svar fraga 11: Enligt antagandet att f och g &r integrerbara sa finns det fér varje ¢ > 0 fyra trappfunktioner

Dy, Use, Dy samt ¥, sa att ;. och Uy, har indelningen Py, = {p1 = 0,p2,ps,....pny = 1} och @, och ¥, . har
indelningen P, . = {¢1 =0, ¢2,¢3, ..., qm = 1} for nagra naturliga tal N och M. Vidare sa giller det att

(I)f,e(z) S f(l‘) S \ij,e(aj)a (5)
Pye(z) < g(a) < Vg e(x) (6)

samt att
I(Wge) —I(Pye) <eoch I(V, ) —I(Pye) <e. (7

Vi vill visa att det, givet h(x) = af(z) + bg(x) och ett € > 0, finns tva trappfunktioner ®;, . och ¥y, . sa att

Br.c(@) < h(x) < Vo (@), ®)

och
I(\I/h’e) — I(q)h’e) < €. (9)
Lat oss vilja ¢ = ﬁ och €5 = ﬁ, ettan i ndmnaren ar bara dir for att forsdkra oss om att €; och ey &r

vildefinierade &ven om a = 0 eller b = 0. Enligt antagande sa finns det nu fyra trappfunktioner ®;. , Vs, , ®4., samt
U, ., med motsvarande indelningar Py, och Py ., sa att (5)-(7) haller med €; och e istéllet for e. Vi kan anta att alla
fyra trappfunktioner har samma indelning P. = {xz¢, z1, ..., zps }, detta eftersom funktionen forandras inte om vi lagger till
fler punkter i indelningen.

Vi definierar nu ®;, . = a®s., + 0Py, och ¥}, . = a¥; . + 0¥, .,. Eftersom ®, . och ¥ . bara antar &ndligt antal
virden sa ar de trappfunktioner. Vidare sa giller det att

Dp (@) = Py e, () + 0Py e, () < af (x) +bg(x) < Ve, () + bWy, (2) = Wi o(2)
—_————
=h(z)

dar vi anvéinde att a,b > 0 och (5) och (6). Vi har ddrmed visat att ®p  och ¥y, . uppfyller (8). Det aterstar att visa (9).
For att visa (9) sd antar vi att ®¢., = ¢, och Uy, = cZ pa Jxp_1, k[ och @4, =d, och ¥, = a@ Pa |xp_1, k[
Da far vi enligt definitionen av I

M M
I(Upe) — I(Phe) = Z ack + bd+ T — Tp—1) — Z(ac,; +bd, ) (xp — xp—1) =
k=1 k=1
M M M
ach Tk — Th—1) +bZd Tp — Th—1) —aZc,;(xk —Tp_1) —bZd;(mk —Tp_1) =
k=1 k=1
ZI(\I’f,el) _I(\Il_! sg) ZI(@f,el) =I(‘I’g,sg)

(7) med

€1, €2 SOIM €

— (I(Wge) — @) + b (I(Uges) — I(Byer)) < {

dir vi anvinde att ae; = 1+2a6 < 5 och motsvarande for e 1 den sista olikheten. Detta bevisar att ¥j . och @4 &ven
uppfyller (9) och didrmed si &r satsen bevisad.

}<a61+b62<€,

Fraga 12: [Del 2] Lat f(z) > 0 vara en funktion pa [0,1]. Lat ¢ > 0 och Y; vara rotationsytan som fas om grafen av
tf(xz) roteras ett varv kring x—axeln och 1at V; vara motsvarande rotationsvolym.

1. Hitta alla tal tg > 0 sa att Yz, = V4, da f(z) = V.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (3poing)

2

—= —~ och
SUPge[o,1] f(z)

2. Antag att f(xo) > 0 i nagon punkt zo, och att f(x) &r kontinuerligt deriverbar pa [0,1]. Lat T =
bevisa att for alla t €]0,T] sa giller det att Y; > V;.

[ETT FULLSTANDIGT BEVIS KRAVS.] (3poéng)

Aven detta &r ett bevis och det ligger pa rittaren att avgora vad som &r stringent.

Svar fraga 12:



1. Vi vet att formeln for en rotationsyta ar

Y, = zw/ltf(x)m R (@) Pda.
0

Med f = /x sa far vi

1 1
t2 [ 2 - 2
Y,g:Zﬂ't/\/E 1+—dx:27rt/ T+ —dr = subst.s = y/x + 5 =
0 4 0 4 2sds = dx

VIR 4t 2\*

o+

2

Anviinder vi formeln for rotationsvolymen V; = 7 f01 t2 f2(x)dx si far vi

1 2
t
v;:m?/ adr = 2
0 2

Likhet Y; = V; uppstar dérfor da ¢t = 0 eller da ¢ > 0 och

8 2\ 3 2\ B 3t
Sl1+2) 8 ) oes (142) 22428
3 (+4) 8 (+4> s 8

Om vi kvadrerar bada led och forenklar si leder detta till

13 32 13 169 32
t4 7t2 — = t2:_7:|: —_— = .
totty == 1 V16 3
Vi ser att hogerledet &r ett komplext tal eftersom 18 — 32 < 0. Dérfor sa finns det inga ldsningar ¢ > 0.

Svar delfraga 1: ¢t = 0 dr den enda l6sningen.

2. For att bevisa detta sa antar vi att ¢ €]0,7] dar T = % Dé giller

SUPge[0,1] flz
1
eftersom f >0
_ m > = >
Y 277/0 tf(2) V1482 f(z)] dx_{ och /14 82|f'(x)|> > 1 }_

eftersom

zﬂ/OIth(m)da:Z{ 2> Tf(z) > tf(z) }Zw/othf(x)dezvt.

Detta dr vad som skulle bevisas.

Ré&ttningsmall:

1. Delfraga 1 rattas enligt foljande.

(a) 1 poing for att kunna formeln for rotationsyta och rotationsvolym (detta ar inte en minneskontroll utan en test
av formagan att for sig sjilv hirleda).

(b) 1 poéng for att hirleda ekvationen i ¢, dvs att 19sa integralerna.

(¢) 1 poéng for att kunna losa fjardegradspolynomet i t.

2. Delfraga 2 &r aterigen ett bevis och kollar férméagan att gora skattningar.

(a) 2 podng for skattningen /1 + ¢2|f/|1 > 1.
(b) 1 poéng for att kunna anvinda 2 > T'f(z) > tf(x).

minus upp till tva podng for daliga forklaringar.



Tankar om Tentan och Betygsgrinser.

Tentans del 1 skall testa forstaelse upp till ett betyg D. For det sa skall man kunna gora viktiga kursens berdkningar;
d.v.s. manipulera formler, derivera, integrera, 16sa differential ekvationer och berdkna Taylorpolynom. Man skall ocksa ha
en viss forstaelse for vad man goér. Tanken bakom del 1 dr darfér ganska enkel. Uppgift 1 testar framst formelmanipulation
(log, trig och polynom berdkningar). Fraga 2, 3 och 4 testar derivering och integrering, specifikt de viktiga tekniker som
ingar i kursen (kedje och produktregeln, variabelsubstitution, partiell integration och partialbraksuppdelning). Fraga 5
och 6 testar 16sning av diff ekvationer och Taylorapproximation. Kortfragorna siikerstéller att man har en elementér kiinsla
for teorin och en viss intuitiv forstaelse av kursmaterialet. Om man kan gora alla tal i del 1 sd har man darfor visat att
man forstar kursens grundliggande element.

Del 2 av tentan skall kolla forstaelse for C, B och A niva. For ett C skall man kunna genomfora svarare berdkninar och
16sa vissa sammansatta problem. Fraga 7.1 (lite knepigare derivering och optimering), 8 (knepig Taylorskattning - som
man borde kunna om man gjorde inl. 2), 9.1 (elementir Newton-Raphson) och kanska 10.1 eller 12.1 borde man ocksa
kunna pa C niva. Dessa tal ger 15-18 podng sa om man ligger pa C niva i sina kunskaper sa borde man kunna fa ett C
dven om man har en dalig dag om missar nagot poing.

For ett B sa bor man &dven visa lite djupare teoretisk forstaelse och forutom att fa de 18 podng som testar C niva sa
borde man kunna losa antingen 7.2 eller 10.2 samt 12.2 och fa en del podng pa fraga 11. Givetvis sa slarvar man ibland
och missar nagra enstaka poidng men en god B student borde kunna komma upp i 26 poéng.

For ett A sa ska man i princip kunna 16sa alla tal pa tentan - men med tanke pa tentastress etc. sa dr griansen satt till
28 podng sa att mojligheten finns att fa ett A dven en dalig dag.



