Losningsforslag Tentamen SF1602 7e April 2015

Hjialpmedel: Papper, penna.

Totalt 6 poing per uppgift. For godkiint pa modulen krivs 4 poéng.

For E kréavs 4 godkinda moduler. For ett D krévs 5 godkinda moduler. Med 5 godkidnda moduler ges rétten att skriva
tentamen del 2 vilken ger mojlighet till C,B och A. Endast modulresultat som klarades under terminen HT2014 géller
(d.v.s. KS och inldmningar men inte tentamen). Modulresultat fran tidigare kursomgangar giller ej.

Om plussning: Om du redan dr godkind pa kursen med ett D eller bittre sa behdver du inte skriva del 1. Om du
inte dr godkind pa kursen eller har ett E pa kursen sa maste du skriva del 1. Du behaller dock de moduler som du klarade
genom KSar eller inldmningsuppgifter under kursomgangen HT2014. Moduler som klarats vid tidigare kursomgangar eller
tentamen réknas inte.

Tentamen DEL 1.

Fraga 1: [Del 1, Modul 1]

1.

Lat f(x) vara en funktion, med definitionsmangd [1, 2], s& att grafen av f(z) ar en rat linje pa definitionsméngden.
Antag vidare att virdeméngden av f(x) &r [3,5]. Ange funktionen f(x).

[ANGE “FORMELN” FOR FUNKTIONEN f(z). INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 podng)

sin(x) cos(z)+tan(x) 2

Vad ar lim,_q -

[ANGE GRANSVARDET, 00, —00 ELLER “ODEFINIERAT”. INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1 poéng)

Hitta alla z for si att

1 2621 et — 162 In(+v/2)

t 2 : x — _1 -
an” (aresin(e”)) + cos?(arcsin(e®)) 4

arcsin antas ha virdeméangden [—7/2,7/2].

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4 poing)

Svar Fraga 1:

1.
2.

flz)=2x+1.
2

. Vi observerar att ekvationen #r odefinierad da cos?(arcsin(e”)) = 0, dvs da arcsin(e”) = 5 eller e” = 1 eller da z = 0.

For x # 0 sa multiplicerar vi ekvationen med cos?(arcsin(e®)). Detta ger:

1
sin? (arcsin(e®)) = — cos?(arcsin(e®)) 4 1 + cos?(arcsin(e®)) [2** — e* — 162 (V2|

Genom att anvinda den trigonometiska ettan sa ser vi att detta ar ekvivalent med

2z T _ 162111(\/5)
4

cos?(arcsin(e?)) [2e2” — e =0. (1)

Eftersom ekvationen #r odefinierad da cos?(arcsin(e®)) = 0, si kan vi anta att cos?(arcsin(e®)) # 0 och dela med
cos?(...). Dérfor giller (1) da

1 1
0= 2% — % — 162 In(V2) _ 922 _ ow _ 3 (2)

dér vi anvénde att |a| = 0 endast om a = 0 och log-lagar. Om vi betraktar y = e® si reduceras (2) till

11 1 1 1 1+2v2 g]jer
2

S =0 y=-44)/4 = 1
LA V=3 EVa T {lﬁﬂ.

Eftersom y = e* > 0 sa drar vi slutsatsen att y = %‘/ﬁ vilket ger: Svar: z = In (Hiﬂ).

Fraga 2: [Del 1, Modul 2]



1. Det dr allmint kint att tangentlinjen i punkten dar = = a till grafen av f(x) ges av f/(a)(x — a) + f(a). Forklara
detta med en graf och tva forklarande meningar.

[DETTA AR EN KORTFRAGA SA SVARA KORT OCH VISA ATT DU FORSTAR VARFOR TANGENTLINJENS FORMEL SER
UT SOM DEN GOR.|(1poédng)

2. Existerar det nagon funktion f(x) definierad pa R sa att f/(x) <0 f6r £ < 0 och f'(x) > 0 f6r > 0 men f(z) inte
antar ett stringt minima i punkten z = 0. Om sa &r fallet sa ange ett exempel pa en sadan funktion.

[SVARA “EXISTERAR INTE” ELLER MED ETT EXEMPEL PA EN SADAN FUNKTION. INGEN MOTIVERING KRAVS.]
(1poiing)

X 2
asin (e t1 x>1

3arctan(z) +b <1

3. Berdkna de véirden av a och b sa att f(z) = { ar deriverbar i = 1.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4 poidng)

Svar Fraga 2:

1. Nedan sé har vi skissat f(x) och approximativa tangentlinjer M(m —a) + f(a). Man “ser” att den approx-

imativa tangentlinjens ekvation “konvergerar” mot f’(a)(z — a) + f(a) da tangenten gar mot den riktiga tangenten

da h — 0.
2. f(x)=0

3. Vi beréknar derivatan av asin (exzﬂ) och 3arctan(z) + b separat:

D <a sin (6124_1)) — 2aze® +1 cos <em2+1> och

=g9(z)
D (3arctan(z) + b) = 3
—_——— 142

=h(z)

dér vi definierar funktionerna g(x) och h(z) sdsom indikeras i ekvationerna. Om vi sétter likhet mellan dessa
derivatior i punkten z = 1, d.v.s. ¢’(1) = h/(1), sa far vi
3 3

2 2\ __ —
2ae COS(e)—iia—m.

3)
Vi maste ocksa forsdkra oss om att f(z) dr kontinuerlig i punkten z = 1. Detta eftersom funktioner aldrig &r
deriverbara i diskontinuiteter. For att gora det sa véljer vi b s& att g(1) = h(1):
3sin (e? 3
asin (e?) = 3arctan(1) +b = b = # -2
N 4e? cos (€2) 4

LB

Med dessa val av a och b sa far vi

1 —f1 h(1l —h(1 1 —g(1
o FOHO =S RO RO) o) (1)
e—0— € e—0— € e—0t € e—0Tt €
Dar vi anvinde att f(1) = g(1) = k(1) (genom vart val av b) och f(1+€) =h(1+¢€) for e < 0och f(1+¢€) = g(l+e)
for € > 0 samt att h'(1) = ¢’(1) (genom vart val av a).
Vi observerar att (4) bevisar att, med vara val av a och b, sd &r hoger och vénsterderivatorna lika i = 1. Det foljer
att f(z) ar deriverbar i x = 1.

35in(e2) I
och b = 4e?cos(e?) 4 -

Svar Fraga 2: a =

3
4e? cos(e?)



Fraga 3: [Del 1, Modul 3]

1. Existerar det nagon funktion f(x) > 0 pa hela R s& att f(x) har en primitiv funktion F(x) < 0 pa hela R? Om s&
ar fallet ange ett exempel.

[SVARA “EXISTERAR INTE’ ELLER MED ETT EXEMPEL PA EN SADAN FUNKTION, INGEN MOTIVERING KRAVS.]
(1poing)

2. Ange formeln for partiell integration.

[INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1po#ng)

cos(x)

44/sin(z)(1+sin(x))

3. Hitta alla primitiva funktioner till som dr definierade pa |0, 7/2[.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar fraga 3:
1. f(a)=e®>0= F(z)=—e 7 <0.
2. [ fl(@)g(x)dx = f(x)g(x) - [ f(z)g'(x)dx

- cos(x) . . . = . .
3. Visoker [ T (1+em@) dx. Genom att betrakta integralen si ser vi att y = y/sin(x) forefaller vara en bra substi

tution. Da sin(z) > 0 da = €]0,7/2[ sd dr y = /sin(z) sambandet injektivt och surjektivs sa variabelsubstitutionen
ar véldefinierad. Vi berdknar

dy 1 cos(z)
dr 2 /sin(x)

och darfor s& ar

1 cos(x) 1 / 1 1 1 -
- dex = = | ————dy = - arctan(y) + C' = — arctan(+/sin(x)) + C,
/2(1+sm(x)) 2 /sin(z) o) Gry)™ 2 () 2 (Vsin(z))
—_———
:dy

vilket &r vart svar.

Fraga 4: [Del 1, Modul 4]

1. For vilka o € R dr fooo z%dx konvergent?
[ANGE ALLA «, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poing)

2. Vad &r en trappfunktion, ¥(x), definierad pa [—1,1] och vad &r definitionen av integralen I(¥) av trappfunktionen

[ANGE DEFINITIONEN AV EN TRAPPFUNKTION OCH FORMELN FOR I(V¥), INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poing)

3. Berikna foljande integral foﬂ/ 2 #ﬁ;n(z)dx

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS| (4poing)

Svar fraga 4:
1. Inte for nagra a.

2. En trappfunktion ¥(x) dr styckvis konstant. Dvs det existerar —1 = ag < a1 < ag < ... < a = 1 och reella tal

1,2, ... sd att U(z) = ¢; for x €]c;_1,¢;[. Integralen av W(x) definieras da I(¥) = Z?Zl cjla; —aj_1).



3. Talet &r helt standard sa, av lidttja, gar inte igenom alla detaljer hir. Vi gor standardsubstitutionen
x = 2arctan(y) vilken &r vildefinierad for « €] — 7/2,7/2[. Vi far darfor att dz = #dy, sin(xz) = % och

cos(x) = L__zz samt att © =0 =y =0 och x = § = y = 1. Dérfor si ar

/2 sin(x) ! 2y 1t 2y
2 dr= dy = —= dy.
o  2cos(z) +sin(z) o (1+92)(2—2y? +2y) 2Jo A+92)(y2—y—1)

Eftersom (y? —y — 1) = (y — 1+T\/g) (y — 1_2‘/5>, vilket inses genom en enkel tillimpning av pg-formeln, sa kan vi
gora partialbraksansatsen

2y _ay+b c d
A+ —y—1) 1+y2 4 1

Forlénger vi hoger och vinsterled med (1 + y?)(y*> —y — 1) och jamfor koefficienter sa far vi

1-v5 1+v5
0 0 1556 1571, 0
-1 -1 1 1 b | |2
_1 1 _17\/5 _1+\/5 C - 0
2 2
1 0 1 1 d 0
< 7 T . 2 £2 . 2 _ 145 771_\/5
Om vi 16ser detta linjéra ekvationssystem si far via =b= -3, c= S5 och d= Wl

Vi far alltsi att

/“/2 sin(z) dx__1/1 (A2 14VE 1 1-VE .
o 2cos(z)+sin(z) 6 J, 1+9y2 NG y71+2\/5 NG 5 | YT

1 1++5 1+v5] 1-v5 1—v5[\ [~
= — [ In(1 + »?) + 2arctan(y) — In |y — + In |y — =
5 ( (1+y7) () 5o 5 7 5 -
_ In(2) —|—1—|—Lln 1++5 .
6 12 3v5 [1-+5
Fraga 5: [Del 1, Modul 5]
1. Lat y(z) vara en 16sning, definierad pa [0, 1], till foljande differentialekvation
Y = f(a)
y(0) = a.
Ange en kontinuerlig funktion f(z) definierad pa [0, 1] s& att lim,_,;- y(z) = —oo oavsett vad a € R &r.

[ANGE EN FUNKTION f(z) ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS] (1poéng)

2. Ange tal a,b,c € R sa att alla 16sningar y(z), definierade pa hela R, till foljande differentialekvation: ay”(z) +
by’ (z) + cy(x) = —1 ar strikt vixande.

[ANGE a,b,c € R ELLER “OMOJLIGT”. INGEN MOTIVERING KRAVS] (1po&ng)
3. Los foljande differentialekvation
y"(z) + dy(x) = wsin(x)
y(0) = § och y'(m) = 3.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (4poéng)

Svar fraga 5:
L f) = L
2.a=c=0o0chb=-1



3. Vimaste hitta homogen och partikulérlosning for att hitta den homogena l&sningen sa betraktar vi det karakteristiska
polynomet 72 + 4 = 0 vilket direkt ger oss att yp(x) = a cos(2z) + bsin(2z) dr den homogena 16sningen.

For att hitta partikuldrlosnngen sa gor vi ansittningen
yp(2) = (a + B) sin(z) + (v2 + §) cos().
En enkel berdkning ger
Yy, (x) = 2acos(x) — (ax + ) sin(x) — 2y sin(x) — (yz + J) cos(x).
For att berdkna a, 8,6 och v s anviinder vi ekvationen y”(x) + 4y(x) = zsin(z) och far
3axsin(z) + 3yx cos(z) + (38 — 27) sin(z) + (36 + 2a) cos(z) = sin(z).

Identifierar vi termer i hoger och vinsterled sa ser vi att

1
304:1#04:5 (5)
3y=0=~v=0 (6)
30—-2y=0=3=0day=0=p8=0 (7)
2 1 1
3+20=0=30+-=0dada=-=0=——. (8)
3 3 9
Vi far darfor partikulérlésningen
() = S sin(a) - 5 cos(z)
yp(x) = 3 sin(z) — 5 cos(z).

En allmén 16sning till differentialekvationen &r, fér nagra a,b € R,

y(x) = yn(x) + yp(x) = acos(2x) + bsin(2x) + %sin(x) - écos(:c).

For att hitta a och b s& anvinder vi randdata:

och

Losningen till differentialekvationen blir darfor

1 1
y(z) = 3 cos(2x) + %sin(Q:c) + %sin(m) -3 cos(x).

Fraga 6: [Del 1, Modul 6]
1. Ange en funktion f(x) si att andra ordningens Taylorpolynom i punkten 2 ér 3z2 + 7z — 6.
[ANGE TAYLORPOLYNOMET ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poing)
2. Givet att f(x) &r tre ganger kontinuerligt deriverbar och att f(z) har foljande Taylorapproximation kring punkten
=2 f(z) =1+3(x—2) — I(z — 2)® + R3(x), déir Rs(z) &r resttermen. Vad &r forsta ordningens Taylorpolynom
till R3(x) i punkten z = 27

[ANGE TAYLORPOLYNOMET ELLER “OMOJLIGT ATT AVGORA”, INGEN MOTIVERING KRAVS.] (1poéng)

3. Uppskatta f(1/10), da& f(z) = In(arctan(z) + cos(z)), genom att approximera f(x) med ett andra ordningens
Maclaurinpolynom. Om |f"'(z)| < 3 for « € [0,1/10] vad &r det maximala felet i din uppskattning?

[MOTIVERA DITT SVAR.] (4 poéng)
Svar fraga 6:

1. f(z) =322 +Tz -6

2. Taylorpolynomet &ar 0.



3. For att berdkna andra ordningens Maclaurinpolynom s& behover vi beridkna de foérsta tva derivatorna av F(z):

1 .
N v sin(z) sy
fw) = arctan(z) + cos(x) F0) =1,
2
ey - ) (mEmwo)

arctan(z) + cos(z)  (arctan(z) + cos(x))”

Enligt definition sa ges andra ordningens Maclaurinpolynom av formeln

£10) . f(0)
T

2

p2(x) = f(0) + o® = pa(r) = x — 2,

dér vi ocksé anviinde att f(0) = 0 i implikationen. Var uppskattning av f(1/10) &r dérfor f(1/10) = & — 145 = 195
For att uppskatta felet sa anvinder vi Maclaurins formel med resttermen

fla) =z —2a"+ 7f/;(€) z?

dir € € [0, 2]. T vart fall sa far vi
9
£0/10) - 55| -

100| | 3! 1000| — 2000

1) 1 ‘< L

dar vi anviinde att |f"'(€)| < 3 enligt uppgiftsformuleringen.

Vart svar blir dérfor f(1/10) = {35 med maximalt fel pa 5.

Tentamen DEL 2.

Varje fraga tilldelas 6 poéng. Totalt 36 podng. For C krivs 12 poiéng, for B krdvs 20 podng och for ett A krivs 28
poang.

Fraga X: Ange om du har D eller bittre fran en tidigare kursomgang och om du &r hér fér att plussa.

Fraga 7: [Del 2] Ett fysikaliskt experiment ger ett samband mellan x och y som, i stora drag, gestaltas i grafen
nedan. Speciellt sa har grafen vertikala asymptoter i z = —1 och x = 2, vidare sa har grafen asymptoterna y = x — 1 da
x — o0 och y =0 da x — —oo. Hitta en funktion som &r definierad pa R, utom i punkterna x = —1 och x = 2, som har
beteende som grafen nedan.

x=—1 x=2

[MOTIVERA DITT SVAR.] (6 poing)

Svar fraga 7: Vi borjar med att hitta en funktion som har de angivna vertikala asymptoterna. Vi behover darfor
hitta en kontinuerlig funktion f(x) s& att

>0 omz<-—1

=0 omxz=-1
flz)=4 <0 om —1l<z<2

=0 omax=2

>0 on2<uw.

D& kommer ﬁ att ha ritt lodrita asymptoter.

Det enklaste valet &r att ansétta f(z) = (z + 1)(x — 2). D4 har ﬁ ritt lodréta asymptoter och

lim = lim 1):{ produkt }: T P ——

2 _1_ 2 2 _1 2
r—+oo f(:[;) r—+oo (1 = > regeln r—*oo x4 r—+oo | = =



kvot och summa 1 1
= lim 0,

regeln z—Foo 12 hmx%:ﬁ:oo 1- hmzﬁ:ﬁ:oo z hmx—):ﬁ:oo ?22

dér vi anvénde standardgransvardena + —0och -5 —0dax— Foo.
Saledes sa har f( de asymptoterna y=0da & — +00. Funktionen 1 /f(z) skiljer sig fran den sokta funktionen endast
i avseende pa asymptoten da x — oo. Vi fixar detta ldtt och definierar

g(z) = m for —1<ax<?2
m‘f’l‘_l f0r2<l'

Fraga 8: [Del 2] Lat F(z) = Oarcwn(w) (Cost(t) - sin(t)) dt for x € [0,00[. Ar F(x) monoton pa [0,00[? Om F(z) &r

monoton avgér om F' dr vixande eller avtagande.

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6 poing)

Svar fraga 8: Det lz'ittaset sittet att avgdra om integralen &r monoton ir att derivera den och se om derivatan har ett

tecken. Om vi skriver G(s) = [ (Cos(t) sin(t)) dt s& kommer G'(s) = o) sin(s) enligt analysens huvudsats. Vidare
sd dr F(z) = G(arctan(z )) sa enligt kedjeregeln sa ar
dF(z) darctan(x) _, 1 arctan(x) )
= t = — t .
. i G’ (arctan(z)) T+ 22 \ cos(arctan(z)) sin(arctan(x))
——
>0
Vi ser direkt att < (I) har samma tecken som —=0) __ _ gy (arctan(z). Da € [0, 00 si kommer y = arctan(z) €

cos(arctan(zx))
[0,7/2[ s& vi ser att F( ) &r monoton om och endast om Cosy(y) — sin(y) har ett tecken for y € [0,7/2[, visare s& har da

F(z) samma tecken som Cosy(y) —sin(y). Vi berdknar

Y

>
cos(y) =0

— sin(y) =

i

y — cos(y) sin(y) eftersom 0 < cos(y) < 1 y — sin(y)
cos(y) >{dweMWﬂ }>0Mw

dér vi anvinde att y > sin(y) for y > 0. Det sista pastaendet dr en standardolikhet. Det kan l4tt inses genom att anvinda
medelvirdessatsen: 0 — sin(0) = 0 och att M%,;n(y)) =1 —cos(y) > 0 dérfor, enligt medelviardessatsen, y — sin(y) =
(y —sin(y)) — (0 —sin(0)) = (1 — cos(&y))(y — 0) > 0 f6r y > 0 och nagot virde &, € [0,y].

Fraga 9: |Del 2] Lat (x0,%0) vara en punkt pa kurvan som ges av ekvationen sinh(y) — = 0. Ange en formel

1
1422
for arean av triangeln som har hornpunkter (zg,yo), den punkten dér tangentlinjen till sinh(y) —
samt den punkt dar normalen skir x—axeln.

1 o . _
T = 0 skir z—axeln

[FULLSTANDIG MOTIVERING KRAVS.] (6 poing)

Svar fraga 9: Vi anvinder implicit derivering. Vi tanker oss dérfér y som en funktion av x och deriverar sinh(y) —
e¥—e

H-% = 0 med avseende pa x, och anvénder sinh(y) = <= —*, vilket ger

e¥ (@) 4 e~v(@) + 2z 0= y'(x) —2x
= rN = —
2 (1 + 22)2 Y cosh(y)(1 + x2)2’

y' ()

dédr vi ocksd anvénde att cosh(z) = eller ds‘igiz(y) = cosh(y)).

Tangentlinjen till kurvan i punkten (zo,yo) ges déarfor av

e¥(@) | o—u(@)
—— (

—2.2?0

) = ohlyn) (1 + 22)2

(x — o) + yo-

En elementér berdkning ger att tangentlinjen skir z-axeln, dvs T'(z) = 0, i punkten z; da

h 1 22
oy — a4 P COSh0) 1+ E)”
2370

forutsatt att xo # 0.
Normalen, N(z), till kurvan &r vinkelrdt mot tangenten och ges darfor av ekvationen, da zy # 0,

cosh(yo)(1 + 23)?
2%0

N(z) = (x —20) + Yo



och skir xr—axeln i

o 2x0Yo
" O cosh(yo) (1 + z3)?’
Basen pa triangeln har darfor langden
o cosh(yo) (1 + 23 22090
|zt — 20| = 2\2
2z0 cosh(yo)(1 + z§)

Hojden ar |yo| vilket ger att arean, da xo # 0, &r

Aveq [0l [yocosh(yo) (L +25)* 2200 .
2 2x0 cosh(yo)(1 + z3)?

enligt standardformeln basen ganger héjden delat med tva.

Svar fraga 9: Arean anges enligt (9) om zp # 0. Om zy = 0 s& dr triangeln odefinierad da tangenten inte skir

r—axeln.
Fraga 10: [Del 2] I den hiir uppgiften s betraktar vi vektorfiltet (sin?(z), (1 +»?)~') i R2.

1. Skissa vektorfiltet i ett koordinatsystem.

[EN TYDLIG SKISS KRAVS, MEN DU BEHOVER INTE FORKLARA HUR DU SKISSADE.| (1 poing)

2. Skissa en funktion y(z) i samma koordinatsystem sa att grafen av y(z) &r vinkelrdt mot vektorfiltet i varje punkt.

Hitta ett uttryck for derivatan y'(x) i punkten (z,y).

[ETT TYDLIGT RESONEMANG KRAVS.] (2 poéng)

3. Berdkna y(z), dir grafen av y(z) &r vinkelrdit mot vektorféltet i varje punkt och y(0) = 3.

[MOTIVERA DITT SVAR.] (3 poéng)

Svar fraga 10:

1. Nedan s& hittar du en skiss av vektorfiltet.

NN

/1
/|

2. I nedanstaende graf sa har dven en funktion y(z) som &r vinkelrdt mot vektorféltet ritats in.

™ T}

< t

/|
[ L]

;o

NN

Eftersom grafen av y(x) ar vinkelrét mot vektorféltet endast om tnagenten ar vinkelrdr mot vektorfiltet i varje punkt

s& maste vi berdkna riktningen pa tangenten: (1,%'(x)). Om denna &r vinkelrdt mot vektorfaltet si maste

0= (/o) (o), 1 ) =sint(o) + £ /(o) = (14 s o)



3. Vi ser, fran foregaende deluppgift, att y(x) dr vinkelrdt mot vektorfiltet om y(z) uppfyller f6ljande differentialekva-
tion
y'(z) = —(1+y°)sin’ ().
Differential ekvationen ar separabel s& vi kan skriva den

darctan(y)  y'(z) .
T ak i —sin®(z). (10)

Integrerar vi bada sidor i (10) sa far vi

1- 2 in(2
arctan(y) = /Sinz(x)dx = / wdx _ g _ Slni ) el

12¢0522) § den andra likheten.

y(z) = tan (”2“" - Smf””) + c)

dir vi anviinde standardomskrivningen sin®(z) =

Vi far saledes att

for nagon konstant C. Vi bestdmmer C' genom att anvinda bivilkaret y(0) = 3 vilket ger
3=tan(04+ 0+ C) = C = arctan(3).

Den sokta funktionen blir darfor

in(2
y(z) = tan 2 _ sin(2z) + arctan(3) | .
2 4
Fraga 11: [Del 2] Lat g(x) och h(z) vara kontinuerligt deriverbara funktioner pa [—1,1] s att h(z) < g(z) for alla
x € [-1,1] och g(0) = h(0). Antag vidare att f(z) &r en funktion, inte nédvindigtvis kontinuerlig, definierad pa [—1, 1] sa

att h(z) < f(z) < g(x) for alla x € [-1,1]. Kan man uttrycka f'(0) i termer av ¢’(0) och »'(0)? Bevisa ditt svar!

[ETT FULLSTANDIGT BEVIS KRAVS.| (6 poéng)

Svar fraga 11: Vi kommer att bevisa detta i tva steg. Forst sa visar vi att om vi kan bevisa satsen i specialfallet
h(z) = 0 sa foljer det allménna fallet enkelt. Dérefter sa bevisar vi att satsen dr sann i specialfallet. Man kan naturligtvis
skriva ner ett direkt bevis.

Steg 1: Om h(z) = 0 si kommer f'(0) = ¢’(0) = h'(0).

Om h(z) = 0 s& kommer g(x) > h(x) = 0 och g(0) = h(0) = 0 (enligt antagande). Darfor si & x = 0 en inre
minimipunkt for den deriverbara funktionen g(x). Vi kan dra slutsatsen att ¢’(0) = 0. Eftersom h(0) = f(0) = g(0) =0
och h(z) < f(x) < g(z) sa &r

h(z) = h(0) < f(z) = f(0) < g(z) — g(0). (11)
Om vi sétter x = € > 0 och delar (11) med € sa far vi
h(e) = h(O) _ ()= £(0) _ g(e) ~ 9(0)

Om vi tar gransvirdet € — 07 i ovanstaende och anvinder 1/ (0) = ¢’(0) = 0 sa far vi enligt sats om olikhet i gransovergang

o< i L= FO)

e—0t €

< 0= D, f(0)=0.

Om vi pa samma sétt véljer = e < 0 och delar (11) med € sa far vi

he) = h(0) | f()=1(0)  g(e) = 9(0)

’
€ € €

vilket igen enligt satsen om olikhet i 6vergang av grinsvirde ger

0o i L= FO

e—0— €

< 0= D_f(0)=0.

Vi ser att bade hoger och vinsterderivatan dr noll s f/(0) = 0 vilket skulle visas.
Steg 2: f'(x) = ¢'(x) = W' (x) under férutsidttningarna i uppgiftsformuleringen.

Vi definierar f(z) = f(z) — h(z), g(z) = g(x) — h(z) och h(z) = h(z) — h(z) = 0. D& uppfyller f, g och h villkéren i
steg 1. Vi kan dérfor dra slutsatsen att f'(0) = §’(0) = »’/(0) = 0. Men f(x) = f(z) + h(z) s& enligt summa regeln for



derivator sa dr f/(0) = f'(0) + h/(0) = 0+ h/(0) = h'(0) och pa samma sitt sa ar ¢’(0) = §(0) + h/(0) = h’(0). Vi har
dérfor bevisat att:
Svar fraga 11: Under forutsittningarna i uppgiften sa dr f'(0) = ¢’(0) = h'(0).

Fraga 12: [Del 2] Lat f(z) vara en styckvis kontinuerlig funktion pa [0,1] och definiera F(z) = f; f(t)dt. Antag

vidare att lim;_,,+ f(¢) och lim,_,,— f(t) existerar fér varje x €]0, 1].

g(z+h)—g(x)
7 .

Vi definierar hoger och viinster derivatan av en funktion g(z) enligt D¥g(xz) = limj,_, o= Bevisa att

DT F(z) =limy_,,+ f(t) och D™ F(z) = lim;_,,- f(t).

[ETT FULLSTANDIGT BEVIS KRAVS.] (6 poing)

x+h x

Svar fraga 12: Vi vet att for Riemann integralen sa géller det att / f)dt = / f(t)dt+f;+h f(t)dt. Detta
0 0
=F(z+h) =F(x)

F(z+h)—F(z) 1 /“h o).

implicerar att

h h

Vi antar for tillfillet att h > 0 och observerar att f(t) dr kontinuerlig pa |z, x + h[ om h > 0 &r tillrackligt litet. Detta
eftersom f(t) dr styckvis kontinuerlig vilket innebér att f(¢) endast har dndligt ménga diskontinuitetspunkter s& det finns
ett minsta virde hg > 0 sd att f(¢) har en diskontinuitet i z + ho. Om 0 < h < hy sd kommer f(t) att vara kontinuerlig
pa |z, z + h[. Eftersom gransvirdet lim,_,,+ f(¢) existerar si kommer funktionen

o @) m ¢ €]z, x + h)
1= { limy_,,+ f(t) tO: T

att vara kontinuerlig pa [z, z + h] och %ffrh ft)dt = %ff_h f(t)dt eftersom f(t) och f(t) &r lika utom mojligtvis i en
punkt.
Enligt integralkalkylens medelviirdessats s kommer det dérfor att existera ett &, € [z, x + h| s& att

z+h N
| Fwa = .

Detta medfor att

Fle+h)—F(x) . 1 [ T Y A
i, S i g [ = i g [ 0= i ) 12

Men eftersom z < &, < x + h sd kommer, enligt satsen om 6vergang av gransvirde i olikhet, lim;,_,o+ £, = « och vi kan
darfor hirleda att

t—azt

Jim f(&) = lim f(r) = lim_f(z) (13)

dér den sista likheten foljer av att f(t) = f(t) da t €]z, x + ho]. Fran (13) och (12) sa féljer det att

.. Fl@+h)-F(z)
DTF(x) = lim W

h—0t t—xt

Pastaendet att D~ F(z) = lim;_,,- f(z) bevisas pa samma sétt.



