Teoriovning 1.

Del 1: Gransviarden.
Fraga 1. Nedan si hittar ni grafen av en funktion f(z) som &r diskontinuerlig i punkten z = a. Markera ett
intervall |f(a) — €, f(a) + €] pd y—axeln s& att det fér varje 6 > 0 finns (minst) ett = s& att © €]a — d,a + J[ sa att

f(@) €] f(a) — € f(a) +€[-
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Rita in intervallet Ja — 0, a 4 6|, punkten x och f(x) i grafen och grafiskt motivera ert val av e > 0.

Fraga 2. Nedan s hittar ni grafen av en kontinuerlig funktion f(z). Rita in ett intervall |f(a) — €, f(a) + €] pa
y—axeln och rita in y = f(a) &+ € i grafen. Visa i grafen att det finns ett § > 0 sa att for alla « €]a — §,a + §[ sa giller

|f(z) = f(a)] < e. Rita ut linjerna x = a + ¢ i grafen.
A

Fraga 3.

1. Nedan s hittar ni en graf av en funktion som gar till noll d&  — oo. Valj ett € > 0 och rita in intervallet | — €, €]
pa y—axeln och rita ut linjerna y = +e.

A

2. Hitta, genom att titta i grafen, ett tal C. > 0 sa att |f(z)| < € for alla x > C.. Overtyga dig om att det, for varje
€ > 0, finns ett sddant tal C, (kanske maste man utvidga grafen lite till hoger om e &r litet).

3. Rita grafen av en funktion f(z) som inte gar mot noll d& x — oo, tex f(z) = cos(x), och visa genom att rita in
y = *e i grafen for ett tillrickligt litet € > 0 att det inte finns nagot C. > 0 sa att |f(x)| < € for alla x > C..

Fraga 4.
1. Skissa grafen till f(z) = gl?ﬂ@ for > 0. Rita in y = +e i grafen och ett C. > 0 sd att |f(z)| < e for alla > C..

2. Anvénd uttrycket for f(z) for att berdkna ett C. > 0 sa att |f(z)| < e for alla x > C..



Fraga 5. Ta ett par minuter och diskutera definitionen av lim,_,, f(x) = A. Forsok att fa en kinsla for att definitionen
ar rimlig och att den uttrycker i formler vad vi intuitivt menat med att f(z) ndrmar sig virdet A da = ndrmar sig a.

Del 2: Kompletthet och Kontinuerliga Funktioners Egenskaper.

Fraga 6. Vi ska leka en Bolzano-Weierstrass lek!. Vilj en av er som viljer en hemlig punkt ¢ pa linjen nedan. Ni
andra markerar a; pa mitten av linjen och fragar om c ligger pa intervallhalvan till hoger eller till vanster om a;. Markera
as pa mitten av den halvan som innehéaller c. Fortsdtt och markera as pa mitten av den fjardedel som innehaller ¢, a4 pa
den attondel etc...

Fortsatt tills ni dr dvertygade om att ar — ¢ da k — oo.

Fraga 7. Nedan si hittar ni en graf av en kontinuerlig funktion f(x) pa [0,1] s& att f(0) < 0 och f(1) > 0. Vi ska
leka Bolzano-Weierstrass leken med den funktionen. Men istéllet for att ha en hemlig punkt sa letar vi efter ett xp s& att

f(z0) = 0.
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Leken gar till pa foljande sétt.
1. Sétt ag = 0 och by = 1. Markera ut mittpunkten, kalla den c¢g, pa intervallet [ag, bo]-

2. Om f(cp) = 0 s& har vi hittat ett nollstille och vi har vunnit, dvs hittat ett tal zo sd att f(xg) = 0. Om inte sa
kommer antingen f(cg) > 0 eller f(co) < 0.

3. Valj nu det intervallet av [ag, co] eller [co, bp] s& att f < 0 i vinsterpunkten och f > 01 hogerpunkten. Kalla det nya
intervallet [a,b1].

4. Markera mittpunkten ¢; pa [a1,b1]. Om f(c1) = 0 sa har ni vunnit, annars vélj det intervall [a;, ¢;1] eller [c1, b1] sa
att f < 01 vinsterpunkten och f > 01 hoger punkten och kalla det intervallet [as, bs].

5. Fortsitt och definiera intervall [ag11,bxt1] S8 att [ag+1,bk+1] C [ak, bg] och f(aky1) <0 och f(bgy1) > 0.

6. Observera att aj &r en vixande sekvens och by en avtagande sekvens. Konvergerar a; och b;? Konvergerar de till
samma, sak virde, 1at oss kalla det x(?

7. Anvand att f(z) dr kontinuerlig for att dra slutsatsen att limg o0 f(ar) = limg— oo f(bx) = f(zo). Kan vi dra nagon
slutsats om virdet av f(zo) fran grafen? Kan vi bevisa vér slutsats? utifran faktumet att f(ax) < 0 och f(by) > 0.

Fraga 8. Nedan si hittar du grafen av en kontinuerlig funktion pa [0, 1]. Vidare sa géller det att f(z) < U for alla
x € [0,1]. Vi ska forsoka dvertyga oss om att f(z) antar sitt maximum i intervallet [0, 1]. Dvs att det finns ett zo € [0, 1]
sd att f(x) < f(zo) for alla x € [0,1]. Vi kommer att anvinda ett Bolzano-Weierstrass argument igen.

IDet hir kan vara virldens trakigaste lek. Speciellt eftersom utgangen alltid 4r den samma. Men i matematik sa vill vi att utgdngen skall
vara den samma!
2Se tex “Regeln om grénsovergang i olikhet”.



1. Markera punkten ¢; mitt mellan y = 0 och y = U pa y—axeln. Dra &ven linjen y = ¢;. Antingen s& kommer det
finnas nagot x € [0,1] s& att f(z) > ¢; och i sa fall kommer linjen y = ¢y att skiira grafen av f(z) (varfor?) eller sa
ir f(x) < ¢q for alla x € [0,1].

2. Om grafen till f skiir linjen y = ¢, dvs f(x) = ¢; {6r nagot z, sa kalla det minsta x si att f(z) = ¢; for a; och
dela markera mittpunkten av ¢; och U pa y—axeln med ¢y och kalla intervallet [cy, U] for Ir. Om f(z) < ¢; {or alla
x € ]0,1] sa sétt a; = 0 och 1at ¢y vara mittpunkten mellan ¢; och 0 och kalla intervallet [0, ¢1] for Is.

3. Fortsitt induktivt och rita in as, a3, aq och c3, ¢4, c5 enligt foljande: Om vi har definierat intervallet I pa y—axeln
s& delar vi det pa mitten med punkten c¢;. D& kommer antingen linjen y = ¢, att skiira grafen av f(x) i ndgon punkt
x, vi kallar den punkt langst till vinster s att f(x) = ¢ for ax och kallar den 6vre halvan av Iy for Ix1q. Om det
inte finns nagot = sa att f(x) = ¢ sd sétter vi ar = ax—1 och kallar den under halvan av Iy f6r Iy 4.

4. Ser ni nagot monster? Ar a; vixande? Begrinsad fran ovan? Kommer limy_, . a) att konvergera mot nagot, sig
mot 27

5. Betrakta intervallen Iy, I3, I4,.... Observera att Is D I3 D Iy D ... och att den Gvre grinsen till intervallet I dr en
ovre begransning for f(z). Kan ni se i grafen att ¢, gar mot en minsta 6vre begrénsning till f(x)?

6. Diskutera utifran grafen och se om ni kan vertyga er om att f(zg) = limy_oo f(ar) =2limg_,o0 ¢ = minsta dvre
begrénsning till V.

7. Forsok hitta en begriansad funktion f(x) pa [0, 1] s& att det inte finns nagot g € [0,1] s& att f(x) < f(xo) for alla
x € [0,1]. Kan f(z) vara kontinuerlig?

Hemuppgift: Lis igenom Definitionen 1 (sidan 136), i Persson-Bdiers, och Sats 1 (Satsen om Mellanliggande virden)
och Sats 3 i Appendix C i Persson-Boiers.

3Eftersom f(ay) = ck-



