Teoriovning 2, derivator.

Del 1: Derivatans teori.

Fraga 1.DERIVATANS DEFINITION. Betrakta foljande graf av den deriverbara funktionen f(x):
A

1. Markera punkten a + h pa x—axeln dér |h| &r litet och antingen positivt eller negativt.

2. Verifiera att den linjira funktionen Ly (z) = M(x —a) + f(a) skiir grafen i punkterna a + h och a. Dvs
Ly(a) = f(a) och Lp(a+h) = f(a+ h).

3. Rita in nagra till rdta linjer Ly (z) f6r mindre och mindre h (som kan vara > 0 eller < 0). Verifiera intuitivt att
lim;HO Ly (x) konvergerar till en tangent till f(z) i punkten a. Vad konvergerar riktningskoefficienten w
till7

Fraga 2. [ICKE DERIVERBARA FUNKTIONER.| Betrakta f6ljande funktioner:

A
A

/ : :

1. Forsok att gora samma analys som i fraga 1 for den vinstra grafen med punkten a i diskontinuitetspunkten.

(a) Kommer riktningskoefficienten att konvergera?

(b) Ar diskontinuerliga funktioner i allminhet deriverbara?
2. Forsok att gora samma analys som i fraga 1 for den hogra grafen med punkten a = 0.
(a) Kommer du att fa samma tangent nér h — 07 (d.v.s. nér du har positiva h — 0) som nir h — 07?7

(b) Konvergerar limy,_,q w?

(c) Ar |z| deriverbar i x = 0, om ni inte kan svara direkt sa rita en graf och aterupprepa ovanstaende analys.

Fraga 3. [MEDELVARDESSATSEN] Ni kan hoppa 6ver de teoretiska bitarna i den hér fragan om ni vill.

1. Medelvirdessatsen sidger att om en funktion, sdsom f(z) i grafen nedan, ar deriverbar pa [A, B] sa finns det
en punkt zo € [A,B] sa att f(B) — f(A) = f'(x0)(B — A). Er uppgift ar att skissa ett bevis for satsen.



6.

Rita ut en linje som &r parallell med %x (sdsom de streckade linjerna i bilden ovan) sa att linjen skéir grafen

i en punkt. Markera den punkten med zg pa x—axeln.

Linjen kommer att ges av uttrycket y = %aﬂrC for nagot C. Hur vet vi att ett sidant C existerar? (Ledtrad:
Supremumegenskapen.)

Rita nu ut linjer Lj(z) som skir grafen i punkterna xzy och xy + h sdsom i fraga 1. Kan man siga nagot om
riktningskoefficienten till Ly (z) for A > 0, for A < 0?7 Specifikt kommer riktningskoefficienten for Ly (x) att vara

storre eller mindre dn %? Kan ni bevisa det med formler?

Kommer limy,_, o+ f(m”h});f(z") > f(B;:Q(A) eller < %? Vad géller for h — 0~ ? (Ledtrad: Gransovergang i
olikhet.)

Vad &r f/(x0)?

Fraga 4. [DERIVATANS TECKEN OCH MONOTONA FUNKTIONER.] En viktig del av den matematik vi utvecklar &r
att se att den Gverensstdmmer med var intuition. Vi vill att derivatan skall vara relaterad till hur en funktion férdndras.
Speciellt att f/(z) > 0 om f dr vixande och f/(z) < 0 om f &r avtagande.

A

3.
4.

Markera pa x—axeln de virden dir ovanstaende graf dr vixande respektive avtagande.

. Vilj nagon punkt zg och z¢+h si att bada ligger i det intervallet dar f(x) &r vixande. Vilket tecken har riktningsko-

efficienten for linjen M(x — z9) + f(zo) som skir grafen i bada punkterna? Vilket tecken far derivatan i

g, d.v.s. gransvirdet limy_, w

Gor samma sak 1 intervallet ddr f(z) avtar.

Kan du formulera en sats om derivatans relation till koncepten “vixande” och “avtagande” Kan du bevisa den?!

1Kanske inte nu, utan nir ni kommer hem; eller nu - om ni vill.



Del 2: Derivatan iteration och konvergens.

Fraga 5. [CONTRACTING MAPPING PRINCIPLE| Nedan hittar du fyra exemplar av en funktion f(x) fran [0, 1] till [0, 1]
sé att derivatan |f/(z)| < 2.
A

\
\

\
\

1. Markera virdeméngden V; pa y—axeln i den forsta grafen. Dvs alla de virden som f(z) kan anta.
2. T den andra grafen markera V; pa z—axeln och sedan alla virden f(x) for 2 € Vy. Observera att detta ar Vi(s(a))-

3. Fortsétt pa samma sitt och markera Vi () pa z—axeln i den tredje grafen och markera sedan alla vérden f(x)
for x € Vi(p(z)), d-v.s. markera Vi s(f(a))), eller for att forenkla lite Vys(,), pa y—axeln. Markera slutligen Vya(,) pa
y—axeln i den fjarde grafen.

4. Ser ni nagot monster i Vi, Vy2, Vys, Viao... Kan ni se att Vin(,) krymper till en punkt da n — 00?2

5. Rita in linjen x = y i den forsta grafen och kalla z—vérdet for skirningspunkten f(z) = y f6r zo. Kommer zy € V;7
Kommer zg € Vj(f(z))? Och kommer zo € Vyn for alla n?3 Varfor?

6. Valj nagot godtyckligt virde x; € [0,1] och rita in det i den forsta grafen. Rita in f(x1), f(f(x1)) etc. Ser det ut
som att f™(x1) konvergerar? I s fall till vad?

7. Kan ni hitta en algoritm for att 16sa ekvationen o = f(x) déa | f’(x)| < 2?7 Tex hur man kan 18sa & = {5 cos(rz)?

2Faktum &r att om z,y € Vyn s& kommer, enligt medelvirdessatsen, |f(z) — f(y)| < [f(€)||lz —y| < %|x — y|. Hérifran sd ir det ganska l4tt

att, med hjélp av induktion, visa att lingden av Vyn &r mindre &n (%)nil. Prova géirna!
3Svaret skall vara: Ja. Men graferna 4r smi si det kan vara svart att se.



f(z)

Fraga 6. [NEWTON-RAPHSONS METOD.| Nedan hittar ni en graf av en deriverbar funktion f(z). Vi vill 16sa ekvationen
0

A

- oW

. Vélj punkten A och rita in tangenten till grafen i punkten A. Och kalla skiirningen for tangenten med z—axeln f6r

A;. Tangenten ges, som vi vet, av ekvationen f'(A)(z — A) + f(A). Kan du berékna A; i termer av A, F(A) och
f'(A)?

Rita in tangenten till f(z) i punkten A; och kalla punkten dir tangenten skiir x—axeln for A;. Kan du berdkna A,7
Fortsétt att rita in Ag, Ay, ... ser Ag ut att konvergera? I sa fall till vad?
Varfor ar det har viktigt?

Gor samma sak som for A men med startpunkterna B och C'. Konvergerar de ocksa? Vad kan man dra for slutsats?

Del 3: Tolkning av satser.

Fraga 8. Anvind det karakteristiska polynomet for att hitta 16sningen, y(z), till f6ljande differentialekvation

y'(x) —4y(x) =0 forz >0
y(0) =0
y'(0) =4.

Dvs ni skall hitta en funktion y(x) som uppfyller ovanstaende tre ekvationer.

1.

2.

Kan ni 16sa talet? Om inte hur hittar ni vad det karakteristiska polynomet ar.

Kan ni hitta en sats som talar om hur man anvinder det karakteristiska polynomet for att hitta l6sningar till
differentialekvationer?*

Vad séger satsen? Hjdlper den er att avgora hur 16sningen hur 16sningen skall se ut?

Hur bestdmmer man vardet av konstanterna Cy och Cs? Titta pa de ekvationer som y maste uppfylla och se om det
hjélper er att berdkna C och Cl.

Berdkna y”(x) — 4y(z) samt y(0) och 3/(0) for att verifiera att er 16sning verkligen l6ser ekvationerna.

Om ni kan 16sa ovanstaende tal, dvs om ni kan ta ett tal som ni inte kan 16sa, hitta ratt sats om talet, tolka och
anviind satsen for att hitta en 16sning sa kan ni 16sa alla tal i den hir kursen. Finns det nagot tal som ni inte alls har
kunnat 16sa tidigare sa titta pa det talet tillsammans. Vilka satser skulle behovas? Kan ni hitta, tolka och anvinda
dessa satser?

4Sats 2 pa sidan 389 i Persson-Bdiers upplaga 3:3 kan vara en bra start.



