Teoriovning 3, Integraler.

Fraga 1.[INTEGRALENS DEFINITION.] Den hir uppgiften &mnar att gestalta att Riemann integralen intuitivt ger oss
ytan under en graf. Betrakta nedanstdende bild, av en funktion f(x) definierad pa [0, 1], och gor f6ljande uppgifter.

1. Approximera ytan under grafen med hjilp av ca 10 rektanglar pa formen R; = {a;—1 < ¥ < aj, 0 <y < ¢;}. Vélj
era rektanglar sa att ni dr sékra pa att den approximativa arean dr mindre &n arean under grafen.

2. Skriv Upp ett uttryck for arean av alla rektanglar, och kalla uttrycket L.

3. Gor samma sak som i 1 och 2 men den hiir gangen vilj era rektanglar, R = {aj-1 <z <aj, 0<y<C;}saattni
dr sikra pa att den approximativa ytan &r storre &n ytan under grafen. Kalla uttrycket for den storre ytan U.

4. Markera ytan e = U — L > 0 i grafen. Forsok overtyga varandra att “den riktiga ytan undergrafen” skiljer sig som
mest med e fran virdena pa U och L. Observera att vi kan med enkel grundskolematematik berdkna U och L.

5. Overtyga er att om vi kan, genom att &ka antaler rektanglar, gora e godtyckligt litet! sa kan vi ocksé hitta godtyckligt
bra approximationer till ytan under grafen. Vad hinder om ¢ — 07

Jamfor detta med definitionen av Riemann integralen (Definition pa sidan 296 i Persson-Boiers).
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Fraga 2. [SKATTNING AV INTEGRALER.| Eftersom de flesta integraler &r for svara for att berdkna sa dr det lika viktigt
att kunna uppskatta integraler som det &r att 16sa dem. Nedan s hittar ni en graf av en funktion f(z) definierad pa [0, 3]

sd att |f(x) — f(y)| < 2|z —y| for alla z,y € [0, 3]. I den hir uppgiften ska vi forsdka att uppskatta f03 f(z)dx.
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1. Delain [0,3] i N intervall |0, [, |2, 22],..., | 31\1[\,_1,3[ (sdg N =~ 10 i grafen).
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2. Rita in tva trappfunktioner ¥(z) > f(z) > ®(z) i grafen dér trappfunktionerna har ovanstaende intervall som

indelning.

3. Vad &r det storsta virdet som |f(z) — f(y)| kan ha om = och y ligger i samma intervall? Vilket dr det minsta talet
0 s& att vi kan sikert kan vélja ¥ och ® s& att 0 < ¥(z) — ®(z) < 067

4. Givet N hur stort kan I(¥) — I(®) vara som storst?>

5. Om ni vill berdkna f03 f(x)dx med ett maximalt fel pa %, hur ménga intervall maste ni ha i er indelning i Riemann
summan?

6. Svarare. Kan niiallménhet bevisa att om | f'(x)| < M péa intervallet [0, b] s kommer ‘f; f(z)dx — Z;V=1 fib/N) L] <
Mb® 93
il

IDvs att for varje € > 0 kunna hitta ett #ndligt antal rektanglar si att U — L < e.

2Ni borde kunna hirleda att 1(¥) — I(®) < 18,

3Med hjilp av en dator kan man alltsi berikna integralen med godtycklig exakthet - och ocksd vara siker pa hur stort felet blir om man
bara kan berikna maxvérdet pa derivatan.



7. Svarare.Givet en funktion f(z) pa [a, b, antag att det finns en funktion o(e) > 0 pa ]0.1] s& att lim,_,g+ o(e) =0 sa
att om |z—y| < o(e) s& |f(z)—f(y)| < e. Visaatt, givet € > 0, det existerar tva trappfunktioner ¥ (x) > f(x) > ®.(x)
si att I(V.) — I(®.) < 2¢(b — a), kan ni dra slutsatsen att f(z) dr integrerbar?*

8. Antag att f(z) &r likformigt kontinuerlig pa [a,b]. Visa att en funktion o(e) som i foregaende fraga existerar och dra
slutsatsen att likformigt kontinuerliga funktioner fir integrerbara pa slutna begrinsade intervall.®

Fraga 3. [ANALYSENS HuvuDsaTs.| Lat F(z) = [ f(#)dx dér f(z) &r den kontinuerliga funktion vars graf ér plottad
i bilden nedan.

1. Markera ytan som representeras av F'(1) = fol f(x)dx i grafen ovan.
2. Lat h vara ett litet tal och markera ytan som representeras av F'(1 + h) i grafen ovan.

3. Vilken yta anger skillnaden F(1 + h) — F(1)? Rita in en rektangel R med bas [1,1 + h] som har samma yta som
skillnaden F'(1+4 h) — F(1) i grafen.

4. Finns det nagot virde &, € [1,1 + h] sa att hojden av R ges av f(&,)7?°
5. Argumentera att +(F(1+h) — F(1)) = f(&,). Vad blir grinsviirdet lim,_,0 7F(1+h}1_F(1)?

Fraga 4. [JAMNA OCH UDDA FUNKTIONER.]| Det ar villdigt vanligt, speciellt i flervariabelanalysen, att man anvinder
sig av en funktions symmetri for att forenkla integralberdkningar. Specifikt sa later sig integralen av udda funktioner
forenklas pa ett enkelt sétt.

1. Nedan sé finns grafen av en jdmn och kontinuerlig funktion f(x). Kom ihag att jimn betyder att f(z) = f(—=z) for
alla € Dy. Gor en approximation av f(x) med hjilp av tva trappfunktioner ®(z) < f(z) < ¥(z) for z € [0,1].
Visa sedan att, genom att rita in ®(—z) och ¥(—z) for € [-1,0] att &(—=x) < f(—z) < U(—z) (observera att ni
hir anvinder att f dr en jimn funktion).

2. Kan ni anvinda detta for att Gvertyga er om att integralen av en jimn och integrerbar funktion f(x) definierad pa

[—a, a] uppfyller
/ f(z)dx = 2/ f(z)dz.
—a 0

3. Nedan sa hittar ni grafen av en udda funktion (udda betyder att f(z) = —f(—=z)). Kan ni géra motsvarande analys
som i foregaende deluppgifter. Vilken regel giller for ffa f(x)dx da f(x) &r en udda funktion.

4LEpTRAD: Dela in [a,b] i dndligt ménga intervall Jaj_q, a;[ s4 att (a; —aj_1) < o(e). Rita girna en bild.

SLeEpTRAD: Antagandet om likformig kontinuitet siger att man kan hitta ett § > 0 for varje e > 0 s att.... Ni séker en funktion o(¢), d.v.s.
ett virde o(e) > 0 for varje € > 0 si att....

6Se integralkalkylens medelviirdessats, Sats 7 sidan 307 i Persson-Béiers.



4. Berdikna ["_ ecos” (@) sin(sin(x))dx? LEDTRAD: Ar funktionen jimn/udda?
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Fraga 5. [INTEGRERING AV DISKONTINUERLIGA FUNKTIONER.] Nedan sa hittar ni grafen av en funktion f(x) som &r
diskontinuerlig i tre punkter «, 8 och v men kontinuerlig i resten av [0, 1]. Vi fragar oss om f(z) ar integrerbar.

DA

1. Vad maste ni bevisa for att bevisa att f(z) &r integrerbar?

2. Om ni har besvarat foregaende fraga riktigt sa vet ni att vi behover, for varje € > 0, hitta tva trappfunktioner W,
och @, sd att ®.(z) < f(z) < ¥ (x) och I(T,) — I(P,) < e.

3. Dela upp intervallet [0, 1] i sju delar, [0, — 4], [0« —d,a+ 6], [a+ 0,8 6], [6—9,8+6], [B+,v—9], [y —&,v+]
och [y + 0, 1], fér nagot litet 6 > 0.

4. Existerar foljande integraler foaﬂ; f(z)dz, f;; (z)dz, f;;f f(z)dx och fyl+5 f(z)dz. Varfér? Vad betyder det i

termer av trappfunktioner? - rita gérna in trappfunktioner i grafen.
5. Kan ni gora en uppskattning av ett storsta virde som f;f; (z)dz, f;f; (z)dz och f;/j; f(x)dx kan antaga. Tex
genom att innesluta arean som integralerna representerar i limpliga rektanglar.”

6. Kan ni visa att f(x) &r integrerbar pa [0, 1]?

Fraa 6. [INTERGALER AV MONOTONA FUNKTIONER.| Féljande argument aterfinns i Newtons Principia fran 1687%
Vart mal ar att bevisa att varje begridnsad och avtagande funktion &r integrerbar.

Nedan sa hittar ni en graf av en avtagande funktion f(x) pa [a,b] och en approximation av f(z) underifrin med en
trappfunktion ®(z). Vi har valt indelningen a < a1 < as < ... <ap=0bsd att a; —a;_1 = I’_T“ for alla j =1,2,..., k.

i

1. Vad maste ni bevisa for att bevisa att f(z) &r integrerbar?

“Ni borde kunna skatta arean av varje integral med en rektangel med maximal area 2§ Sup,e(0,1] |f (@)
8Newton kiinde inte till Riemanns definition av integralen fran 1854 si vi konceptualiserar beviset annorlunda. Men idéen &r den samma.



2. Rita motsvarande trappfunktion ¥(z) som approximerar integralen fran ovan - anvidnd samma indelning a < a; <
as < ... < ap=b.

3. Markera ytan som representerar skillnaden I(¥) — I(®) i grafen.

4. Kan hela ytan som representerar skillnaden rymmas i nagon rektangel i grafen av ¥(z)?
5. Hitta ett uttryck fér ytan av den rektangeln och ddrmed en uppskattning pa I(¥) — I(®P).
Vad hénder nér k — oo?

Kan ni bevisa att varje avtagande och begransad funktion pa ett begrénsat intervall &r integrerbar?

S

Ar foljande funktion integrerbar pa [0, 1]

1 -0 1 1
0 omz=1

Observera att f(x) dr diskontinuerlig i odndligt manga punkter 1 — %

Fraga 7. [GEOMETRIN BAKOM VARIABELBYTEN.| I den hér uppgiften s kommer vi att underséka geometrin bakom
formeln for variabelbyten. Uppgiften ar lite bakvind och lider av vissa grava missbildningar - men vi kommer fram till
ratt formel i slutet. Till hjélp s& har vi foljande bild.

A

/ “\\\

Y

Den vénstra bilden visar grafen av en funktion f(x) och en approximation av ytan f: f(x)dx med hjélp av en trapp-
funktion med indelningen a = ag < a1 < as < ... < a = b. Till horger sa har vi grafen av f(t) och en approximation av

ytan under grafen fgg(f)) f(g71(t))dt med indelingen g(a) = g(a1) < g(az) < ... < g(ax) = g(b). Funktionen g ér deriverbar
och vixande och pilarna indikerar att g tar a; till punkten g(a;) pa t—axeln

1. Om den j :te rektangeln i den vénstra grafen har arean (a; — a;—1)f(z;) visa att arean av den j :te rektangeln har
arean (g(a;) — g(a;—1))f(97"(¢;)) dér t; = g(x;).

2. Anvind medelvirdessatsen for att dra slutsatsen att ytan av den j :te rektangeln i den hogra grafen har ytan
(a; —a;-1)g'(§)f(g7 (t;)) = (a5 — aj—1)g' (&) f (z;) for nagot &; € [a;-1,a;].

3. Rita in rektanglar med bas [a;_1, a;] och hojd ¢'(&;)f(x;) i den vénstra grafen. Observera att den totala ytan ni
precis har ritat in i den véinstra grafen dr samma som ytan under trappfunktionen i den hogra grafen.

4. Om ni later indelningen a = ag < a1 < az < ... < ax = b bli odndligt fin. Vilken integral motsvarar ytan i den hogra
grafen? Vilken integral motsvarar ytan som ni ritade in i foregdende steg i den vinstra grafen?

5. Kan ni anvinda detta for att visa att
b , g(b) .
R M (PRI O)
a g(a)
Skriv inget bevis utan dvertyga er sjédlva om likhetens sanning.

6. Forsok att titta igenom argumentet i den hér uppgiften och se om ni kan férsta vad ¢'(x) termen kommer ifrén. Den
kompenserar i ndgon mening fér hur mycket x—axeln stricks i avbildningen z +— ¢.



