Matematiska Institutionen, KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604, for CDATE, CTFYS
och vissa CL, torsdagen den 15 januari 2015 kl 14.00-19.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

Bonuspoing forviarvade under ht 2014 far anvéndas. (De sam avsag att ”plussa” under
vt 14 men for vilka det inte kunde beredas plats far anvinda sina bonuspoéang fran lasaret
2013-2014.)

Den som har b bonuspodng far anvinda hogst fem av dessa podng for att uppna
maximalt 15 podng pa del I. Till poangsumman pa del II och del IIT adderas sedan det
storsta av talen b — 5 och 0.

For full podng kriavs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng dr 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdémet Fx
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget E
20 podng totalt eller mer ger minst betyget D
25  poédng totalt eller mer ger minst betyget C
30 poéng totalt eller mer ger minst betyget B
35 poing totalt eller mer ger minst betyget A
DEL I
1. Lat A och B beteckna matriserna nedan:
2 1 2 1 2 3
A= 20 1], B=| 2 3 4
1 21 3 4 5

(a) (2p) Bestdm samtliga matriser X sadana att AX = B.
(b) (1p) Bestam matrisen B’s rang.

(c) (2p) Om Y satisfierar ekvationen A®Y = B, vilken rang har da matrisen Y.
(Motivera ditt svar noggrant!).
(

2. (a) (3p) Lat talfoljden ag, ay, ... definieras av att ag = 3, a; = 0 och as = 14 och
ap = Tap_o + 6a,_3, for n=3,4,...,
Ge ett induktionsbevis for att a,, = 3" + (=2)" + (—=1)", n=0,1,2,....
(b) (2p) Det komplexa talet 3 — 2i &r en av rotterna till ekvationen
2 4ar+bz+1=0,

dér a och b ar reella tal. Bestdam ekvationens 6vriga rotter.

3. (5p) Det finns tal a och b som gér kolonnmatrisen (1 2 — 2)7 till en egevektor till

matrisen
8 =2 2
A = -2 b 4
2 4 a

Bestdm matrisens samtliga egenvarden och egenvektorer



DEL II

4. (5p) (ON-system) Linjen ¢; innehaller punkterna (1,0, —1) och (2, —1,—3), linjen
¢y innehaller punkterna (8, —4,6) och (5, —2,5) och planet 7 innehaller punkterna
(5,—1,0), (4,0,5) och (0,—4,1). Linjerna ¢; och ¢y skér varandra i en punkt P.
Genom P dras en linje ¢ vinkelratt mot planet 7. Bestdm ¢’s skiarningspunkt med
xy-planet.

5. (5p) Betrakta R* med standardskaldrprodukt, samt de 1-dimensionella delrummen
Ly och Ly som spénns upp av (1,0, —1,2) respektive (0, 1,2, 3). Bestdm en ON-bas
for snittet (skiirningen) L = Li N Ly mellan de ortogonala komplementen till L,
och L, samt utvidga denna bas for L till en ON-bas for hela R*.

6. (5p) For vilka reella tal a finns det en linjir avbilding A fran R?* till R? sadan att
Im(A) = span{(1,2,-1,1),(2,0,1,3),(0,2,3,1)},

och
Im(Ao A) =span{(1,2,-1,1),(2,0,1,3),(3,-2,3,a)}.

(OBS Motivera noggrant, avsaknad av korrekt argumentering resulterar i podngavdrag.)

DEL IIT (Om du i denna del anvinder eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nédvéndigvis ordagrant, dér de anvéinds i 16sningen.)

7. Lat Mjzy3 vara vektorrummet av 3 x 3 matriser med reella koefficienter. Givet
matrisen

2 11

1 21

1 1 2

lat W vara méngden av 3 X 3-matriser som kommuterar med A, dvs,

A:

Y

W:{B €M3X31AB:BA}.

(a) (1p) Visa att W &r ett delrum till Mgys.
(b) (1p) Visa att dim(WV) > 2.
(¢) (3p) Bestam dim(WW).

8. (5p) Definiera en inre produkt pa vektorrumet P,, som bestar av polynom av grad
hogst n, genom att lata
o= [ s

Givet en ON-bas B = (fi, fa,..., fn) for P, (med avseende pa ovanstaende inre
produkt), betrakta utrycket

= Z|fi<0> ?

Visa att G(B) ej beror pa valet av ON-basen B.



