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1. Lat u(x,y) = €**sin2y + x. Finn en funktion f(z) som #r analytisk i hela
planet med Re f(z) = u(z), dér z = = + iy, och sadan att f(0) = 0.

Losning Vi vill hitta funktion v(z,y), sa att Cauchy-Riemanns ekvationer ar
uppfyllda:

9,-9,
or Oy
och
9 9,
dy Oz

Vi har a%u(a:, y) = 2e**sin 2y + 1, och primitivfunktionen till detta #r
v(z,y) = —e** cos 2y +y + C(z),

dér C'(z) ar nagon funktion som bara beror pa z. Vi har

0
a—xv(x, y) = —2e** cos 2y + C'(z).
Da (%u(x, y) = 2€* cos 2y, ser vi att C'(z) = 0. Dérfor &r C(z) konstant, och

f(z) =u(z) +iv(z) = e sin2y + x4+ i (—e** cos2y + y + C)
= —ie* (cos 2y + isin2y) + z + Cy = —ie** + 2 + Cb.

For att f(0) = —i+ Cy =0, ar Cy = 1.

2. Lat \/z beteckna principalgrenen av z'/? fastlagd genom att /z = 1 for
z =1 och lat

f(z) =2sin /2.

Berikna f’(in?/2) pa formen a + ib.

Losning Vi har

d 1
S1/2 1/2

dz 2z ’

och darfor

1
f'(2) = 2cos zl/Q—Zzl/Z.

For z = re?, —m < § < 7, har vi

SV = 12002
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for att detta val av gren uppfyller villkoret 11/2 = 1. S, (i72/2)1/? = me™/1//2 =
m(1+14)/2, och

F(2) = 2cos (w“;")) %W(l +i)/2
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3. Bestdm det antal nollstéllen som polynomet
P(z)=2"+32"+2+6
har i det hogra respektive det vinstra halvplanet.

Losning Vi anvidnder Nyquists metod. Lat Cr beteckna kurvan som bérjar
i punkt —Ri och gar till punkten Ri lings en halvcirkel med radie R och
centerpunkt 0. Gransvirdet av argumentskillnaden arg P(Ri) — arg P(—Ri)
nir z gar langs kurvan Cg blir 37 nir R — oo, eftersom P &r av grad 3 (se
boken s. 492).

Lat C beteckna kurvan som gar fran iR till —iR lings den imaginéra axeln.
Vi kan parametrisera C7 med z = iy, och

P(iy) = —iy® — 3y  +iy +6 =: u(y) + iv(y),

dér u(y) = —3y? + 6 och v(y) = —y* + y. Nollstallena till u &r ++/2 och till v
—1,0 och 1. Teckentabellen blir

V2 -1 01 V2
uw| 0 3 6 3 0
vl V2 0 00 —V2
Nér R ar stort, borjar kurvan P(C}) nédra imaginira axeln i tredje kvadranten,

for att bada u och v &r negativa nér y &r stort positivt tal och v har hogre grad
an u. Den korsar imaginéra axeln nir parametern y = /2. Niista gang korsar
kurvan P(C;) den imaginira axeln nér y = —+/2. Slutpunkten av P(C;) ligger
i den andra kvadranten néra imaginédra axeln, igen for att v har hogre grad dn
u. Argumentskillnaden nar R — oo ldangs P(Cr) blir 7. Argumentskillnaden
lings Cgr + C ar darfor 37 + m = 4m, vilket innebér 2 nollstédllen i hogra
halvplanet (argumentprincipen). Det finns darfor ett nollstélle i det vénstra
halvplanet.

4. Pa vilket omrade avbildar funktionen
zZ—1
z4+1

Z =

det 6vre halvplanet.

Losning Vi ska hitta bilden av randkurvan Imz = 0 forst. Bilden av denna &r
antingen en cirkel eller en linje. Dérfor racker det att testa med tre punkter,
t.ex 23 = —1,29 = 0,23 = 1. Dessa avbildas till punkter w; = jjrz =1, Wy =
}—:Lj = —i. Bilden av Imz = 0 &r déarfor enhetscirkeln |w| = 1. Nu

_17 w3 =
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vet vi att bilden av Imz > 0 &r antingen |w| < 1 eller |w| > 1. Da punkten ¢
avbildas pa 0, dr bilden av 6vre halvplanet enhetsskivan |w| < 1.



