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1. Finn a > 0 sa att det finns en analytisk funktion med realdel
e” V" cos azry.
Bestdm sedan alla sadana funktioner.

Lésning. Kalla funktionen u = w(z,y). Denna maste vara harmonisk. Efter
partialderivering tva ganger med avseende pa x och y far man

Au = (—a2(332 +9?) + 4(2? + y2)) eV cos axy.

Au = 0 ger nu at a®> = 4 och den enda positiva lésningen dr a = 2. Man
kan nu anvinda Cauchy-Riemanns differentialekvationer att bestdmma alla
konjugerade funktioner v till u(x,y) = e*" =¥ cos 2zy, som ges av

v(z,y) = e Y sin 2zy + C.
En alternativ metod till Cauchy-Riemann 4r att observera at
u=Re e

Beteckna funktionen e*” med f(z).
Antag att vi har en annan funktion g = g(z) sadan att

2 2 .2
Re e =" 7Y cos2zy.

Enligt Cauchy-Riemanns ekvationer far vi da

O[Im(f —g)] = =0, [Re(f — g)] = 0,
Oy[lm(f — g)] = Oz[Re(f — g)] = 0.
vilket medfor att Im(f — g) = konstant.

Svar. e +iC, dir C &r en reell konstant.

2. Lat oss anvénda grenen som &r definierad av
{z € C:0<arg(z) < 27},

dvs. komlexa talplanet uppskuret lings den positiva reella axeln [0, c0). Vi har
f(=1)mi och
f'(z) =
f'(2) =~

N =

f(")(z) = (=) t(n -1z

vilket ger att f™(—1) = —(n — 1)!. Taylorserien ges av
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1 n.
N
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Enligt sats 5.4.17 i boken &r konvergensradien lika med avstandet fran ut-
vecklingspunkten till ndrmaste singularitet. Déarfor dr konvergensradien 1.

3. Hur manga losningar har ekvationen
2 +22° + 1522 +2+1=0
i den 6ppna cirkelskivan |z| < 27
Lésning. Vilj f(z) = 152% och g(z) = 2° + 22 + 2 + 1.
Da |z| = |z + iy| = 2 fas
19(2)] <14 |2] + 2122+ |2 = 1+ 2+ 28 + 32 = 51 < 60 = [152%| = |f(2)].

Det foljer fran Rouches sats, att f(z) + ¢g(z) har lika manga nollstillen inuti
cirkeln |z| = 2 som f(z). Funktionen f(z) = 1522 har tva nollstéllen i detta
omrade (alla i origo).

Svar. Funktioen har tva nollstéllen.
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4. Beriikna integralen

Lésning.
Betrakta funktionen

iz

e
f(z) = (2 1ap

och integrera f runt den enkla slutna kurvan I'p som bestar av halvcirkeln

Cg i det ovre halvplanet med radie R, samt linjen fran z = —R till z = R.

Nimnaren (z? + 4)% kan skrivas som (z — 2i)*(z + 2i)? medan téljaren €%
ar skild fran noll for alla z. Darmed ser vi att det finns tva poler av andra
ordningen, varav polen z = 2i &r den enda som ligger innanfér I'g (om vi utan
inskrdnkning antar att R > 2). Residysatsen ger
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Pa Cr kan vi anviinda ML-olikheten. L fas som 7R, och da |22 + 4| >
|2|* — 4 = R* — 4 far vi att
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Nu ser vi att

eiz
——dz
/CR (22 +4)°

Detta ger avslutningsvis att

" . . . .
T 1z T 3

lim/ €—2dm+/ 6—2dz:/ ¢ 5 dr = 7r27

Roo J_p (22 +4) cr (22 +4) —oo (72 +4) 16e

och om vi identifierar realdelarna i sista ekvationen fas

Svar:/ cos T dz 3T

< ML= mh
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0, R — oo.
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5. Finn en Mobiustransformation (bilinjir avbildning) sadan att z; = 1 av-
bildas pa wy; = 0, zo = ¢ avbildas pa wy = —2 och 23 = —i pa w3 = —1 — 1.

Pa vilket omrade avbildas enhetscirkelskivan |z| < 1 under denna avbild-
ning?
Lésning. Vi anvander satsen om dubbelforhallandet (Theorem 4, s.546/kapitel
8.4 1 Wunsch) for att hitta Mobiustransformationen,
w — Wy . w — Ws . Z— 21 ) Z — Z3

w2_w1'w2_w1 22—21.22—23
eller alternativt (med bokens skrivsétt)
(wy — wsy)(ws — w) _ (21 — 22) (23 — 2)
(w1 —w)(ws —wy) (21— 2)(23 — 22)
= -2 w3 =—1—1ifas

Hér fas med z1 = 1,20 = 4,23 = —i,w; = 0, wy

(0 (-2)(-1—i—w) (1—i)(~i

— Z)

0= w1 =i —(=2) (=23
(2(—=1—1i) —2w)(1 — 2)(—2i) = —w(l —9)2(—i — 2) =
—2-2i(1—2)—2w(l—2)=w(i+2) <
w(—2(1—2)—i—2)=2+4+2i+(—-2—-2i)z <

—2 — 2 + (2 + 2i)2
w = .

—

241—2
Da nu zy, 29, 23 tillhor randen T = {|z| = 1} till enhetscirkelskivan och w &r
en Mobiustransformation vet vi att bilden av T' &r cirkeln genom wq, ws, w3
som enkelt inses har ekvation |w + 1| = 1. For att verifiera att det inre av

enhetscirkelskivan gar pa det inre av bildcirkeln avbildar vi t.ex. 0 € U =
{|z] < 1} och far
—2—-2 6 2
0) = =——— =1 1] < 1}.
W)= =2 —Zie {1 <1)
Det foljer nu att w = w(z) avbildar U pa {|w + 1] < 1}.




