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Losning. Vi far
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2. Utveckla funktionen )

M@ =1
i Laurentserie i omradet 0 < |z —i| < R, ddr R > 0. Vad &r det maximala

vardet pa R?

Losning. Vi far
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Hér har vi utnyttjat att den geometriska serien &r konvergent for |z — i| < 2.
Vi ser ocksa att avstandet fran ¢ till ndrmaste singuldra punkt —: &r 2 och
darfor dr det maximala vardet pa R lika med 2.

Swvar. Laurentserien ar
oo

Zan(z—i)”
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dér
o fE 0z
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3. Hur manga nollstéllen har funktionen

p(z) =2 —22" 4322 — 242
i hogra halvplanet?

Vi betraktar argumentvariationen av p(z) langs kurvan I'r = Cr+1Ig dér Cg
ar halvcirkeln i positiv led fran —iR till iR, dvs. Tr(p) = Re™, — 7 <0 <7
och Ir ar det rata linjestycket lings imaginéra axeln fran iR till —iR.

Vi far

-2 3 -1 2
Acgarg p(z) = Ac, arg 2" (1 to et ?)

2 3 -1 2
= Acparg 21+ Acyare (1 totat ot ;)
~ 4.
Pa I skriver vi
fiy) = u(y) +iv(y)
= (y* =3y +2) +i(2y° — y).

u har nollstéllen i y = +v/2 och y = +1. v har nollstéllen i y = 0 och
y=+1//2.

For argumentvariationen lings Iz far man tabellen

y —oco | —v2 | =1 =1/vV2|0|1/vV2]1|V2]
u(y) |+oo| 0 0 + +| + |0] 0 |+
v(y) | —o0| — | — 0 0] 0 [0 + |+o0

Denna tabell ger att géller att limg_, arg p(iR) = —0 och att limp_,o arg p(—Ri) =
+0. Den totala argumentvariationen blir da for R tillrackligt stort

Ar,p(z) =0+ 4 = 4.

Svar. Tva nollstéllen till p ligger i hogra halvplanet.

4. Berdkna integralen

/°° sin 2x d
—  dx.
oo T2+ 4+ 5

Lésning.
Betrakta funktionen

21z

e

f<Z)_Z2+4Z+57
och integrera f runt den enkla slutna kurvan I'p som bestar av halvcirkeln
Cg 1 det 6vre halvplanet med radie R, samt linjen fran z = —R till z = R.

Nédmnaren (22 + 4z +5)? kan skrivas som (z —2—1)?(z —2+1)? medan téljaren
e?” &r skild fran noll for alla z. Diarmed ser vi att det finns tva poler av andra
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ordningen, varav polen z = —2 4 ¢ &r den enda som ligger innanfor 'y (om vi
utan inskrankning antar att R > 2). Residysatsen ger

€2iz R €2i$ 62z'z
rp 2°+4z+5 _px*+42+5 op 22t 42+5
= 2miRes[f(2), —2 + 1]
62iz
2z 4+ 4

= 271

z=—2+1
— 71_6726741

Pa Cg kan vi anvinda ML-olikheten. L fas som 7R, och da |22 + 4z + 5| >
2|2 = 5|z| —4 = R? — 5R — 4 ochvi far att
e 1

<y >0paCpt< — L
5 <l 20paCn}l <

esz

<
22—|—4z+5‘ ~ R?—4R —
Nu ser vi att )
/ S d:|<ML=n.
cp 2 t4z+5
Detta ger avslutningsvis att
R 2ix e2iz oo e2ix o s
lim ——dz+ ——dz = —————dxr =me e .
R—oo J_pa?+4x+5 /CR22—|—42+5 /ooa:2+4x+5
och om vi identifierar imagindrdelarna i den sista ekvationen fas

*  sin2x T .
SV&I’: /_OO m dx = _6_2 sin 4.

0<

5. Finn en Mobiustransformation w = f(z) som avbildar punkerna z; = —2i,
29 = —2 och z3 =0 pa w; =0, wy =17 och w3 = 1. Visa att

D:{z:|z+1—|—z'|<\/§}

D:{m

Lésning. Vi ansétter 16sningen pa formen

avbildas pa
1 4
T2 2

<;%}

az+0b
z = .
cz+d
Eftersom z; = —2¢ avbildas pa w; = 0 kan vi vélja a = 1 och b = 2i. Vi

observarar dérvid att a, b, ¢ och d ar bara bestdmda upp till en multiplikativ
komplex faktor. Villkoret at z3 = 0 avbildas pa w3 = 1 ger sedan

21
7= "
dvs d = 2i. Slutligen ger villkoret att zo = —2 avbildas pa wy = i ekvationen
—2+2i
“2c+2i
och vi far att ¢ = —1.
Punkterna z; = —2i, z = —2 och z3 = 0 ligger pa cirkeln C' = {z : |z2+1+i| =
\/5} och ar orienterade medurs. Pa samma sitt ligger punkterna w; = 0,

wy =i och wy = 1 pa citkeln C = {z : |z — 1 — 1| = 1/v/2} och &r ocksa
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orienterade medurs. Omréadet innanfér C' avbildas da pa omradet innanfsr C,
dvs. D avbildas pa D. Alternativt kan man se att tex medelpunkten till C,
z = —1 — i, avbildas pa punketen % + z% som ligger innanfér C.
Svar. Den sokta Mobiustransformationen ar
z+ 21
—2+2i



