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1. Bevisa med Eulers formel att

2 2

cos2z = cos” z — sin” z
for alla komplexa tal z.
Losning. Viansterledet kan skrivas med Eulers formler som
€2iz + e—Qiz
2
Hogerledet skrivs, aterigen med Eulers formler

9 . o elZ +e 1z 67,2’ —e 1z
COS 2 —SsIm 2 =\ —— -\ ——
2 2

2. Utveckla funktionen

cos2z =

1) = o

i Laurentserie i omradet {z : |z — 2i| > 4}.

Losning. Vi far

1
. — T 4T,
IO =g oo 5 sry nth

Den forsta termen T; dr redan pa Laurentserieform i det givna omradet. Vi
skriver
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Hér har vi utnyttjat att den geometriska serien ar konvergent for |z —2i| > 4.
Observera att termerna motsvarande 1/(z — 2i) i T} och T3 tar ut varandra.
Efter substitutionen m = —(n 4 1) fas

Swvar. Laurentserien ar
—2

Z A (2 — 20)™

dér
U = (—1)™(41)"™2

3. Hur manga nollstéllen har polynomet



24— 9234922292249

i cirkelskivan |z| < 1.

Lésning. Vi skriver funktionen p(z) = 22% — 223 4 222 — 22 + 9 som p(z) =

f(2) +g(z) dir f(z) = 9 och g(z) = 22% — 223 + 222 — 22. Pa cirkeln |z| = 1
far vi med triangelolikheten uppskattningen

l9(2)] < 22 4| — 223 4+ 222 4+ | — 22| <24+24+2+2=8<9=|f(2)]

Rouches sats ger nu att p har lika manga nollstillen som f i |z] < 1 dvs. inget
nollstélle.

Alternativt kan man for |z| < 1 anvinda triangelolikheten for att géra upp-
skattningen

Ip(2)] > 9 —[22% — | =223 — [22%] = | — 22| >9—-2—-2—-2—-2=1och
detta visar direkt att inget nollstélle finns i den slutna enhetscirkeln, ett nagot
starkare resultat &n det som efterfragas.

Svar. Det givna polynomet har inget nollstélle i |z| < 1

/Oo CcOoS T p
— dx.
o T2+ +1

med residykalkyl. Fullstidndiga argument med angivande av alla uppskattningar
kravs for full poéng.

Lésning.

Betrakta funktionen

4. Beriikna integralen

12z

e
2) = ———
f(z) 224+ z+1
och integrera f runt den enkla slutna kurvan I'p som bestar av halvcirkeln
Cg 1 det 6vre halvplanet med radie R, samt linjen fran z = —R till z = R.

Némnaren (2% + z+ 1)? kan skrivas som (z+ 3 +iv/3/2)(z + 2 — v/3/2) medan
tiljaren e dr skild fran noll for alla z. Dérmed ser vi att det finns tva poler av
forsta ordningen, varav polen z = —% +iv/3 /2 ar den enda som ligger innanfor
I'r (om vi utan inskrankning antar att R > 10, sidg). Residysatsen ger

iz R i iz
/2e_dzz/ 2€_dx+/ " &
rp 2 t+z+1 _pri+z+1 op 22t 2z+1

= 2miRes[f(z), —2 + i

eiz
= 27
2 1
et z=—1+iV/3/2
2 1 1
= %e_ﬁ/z(cos 5 isin §)w

Pa Cr kan vi anvinda ML-olikheten. L fas som 7R, och da |22 + 2 + 1| >
2|2 = |2] =1 = R?* — R — 1 och vi far att

oy 0pACR<—
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Nu ser vi att

et TR
0< ——dz| < ML=————0,
_/CRz2~|—z+1 Z‘_ R2-—R-1
da R — oo
Detta ger avslutningsvis att
R iT iz 0 i
lim 2—d:1:+/ 6—alz-/ R
R—oo J_pa?+ax+1 op 22 +1 T2 F T +1
sa

*° w 2 1 1

/ = —We_‘/gﬂ(cos — —isin-)
o X+ +1 V3 2 2

och om vi identifierar imaginéardelarna i den sista ekvationen fas

Svar.Den sokta integralen ar

b BT gy 2n e V32 cos 1
X+ +1 V3 2

5. Finn alla Md&biustransformationer som avbildar hégra halvplanet pa en-
hetscirkeln |z| < 1.

Lésning. En punkt i hogra halvplanet maste avbildas pa 0 i w-planet. Kalla

denna punkt zy. Dess spegelpunkt i imagindra axeln &r —Zz; och denna punkt
maste avbildas pa oo.

Detta innebér att den sokta Mobiustransformationen ér pa formen

Z— 20
w=c —
Z + 2y
¢ bestdms av att |w(0)] = 1. Vi far
20
O - R et 17
w(0)] = el - | =%

vilket ger |c| = 1, dvs. ¢ = €' déir « &r reellt.

Svar. Samtliga Mobiustransformationer av denna typ utgors av
ia” T R0

zZ+Zy

w=e

dar « ar reellt.



